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’interprétation du spectre des naines blanches est profondé-
JL^ ment liée à la compréhension de leur structure interne. Le 
triage des éléments dans un champ de pesanteur, phénomène 
particulièrement important dans les naines blanches, détermine 
presque totalement à lui seul leur structure et l’aspect de leur 
spectre. On étudie donc pour commencer le triage des éléments 
(chapitre I). On montre comment se distribuent les éléments 
dans un champ de pesanteur. L’évaluation de la hauteur de 
mélange dans des cas variés montre que cette grandeur est peu 
sensible à l’état de dégénérescence du gaz d’électrons. La hauteur 
de mélange est toujours très petite dans les naines blanches. On 
voit aussi (pie les éléments lourds doivent avoir en général dans 
les régions extérieures des naines blanches une concentration 
extraordinairement faible, ce qui explique l’absence de raies 
métalliques dans le spectre.

Les densités relativement élevées qui régnent dans l’atmo
sphère des naines blanches exigent une étude de l’ionisation de 
pression dans l’hydrogène (chapitre II). On montre en particulier 
que l’effet Stark moléculaire semble mieux décrit aux fortes 
densités par les formules de Russell et Stewart (pie par celles 
de Holtsmark.

On a calculé un modèle d’atmosphère pour deux étoiles 
correspondant approximativement à 40 Eridani B et Van Maancn 
2 (Chapitre III). On a supposé une atmosphère faite d’hydrogène 
pur, ainsi que l’étude du chapitre I l’a suggéré. Le calcul de 
l’élargissement des raies par effet Stark moléculaire montre une 
importante déformation du contour du fond continu sous l’in
fluence de la pression.

Les résultats précédents permettent d’étudier la relation entre 
la température de couleur et la température effective dans les
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naines blanches (chapitre IV). On trouve que pour une même 
température de couleur, la température effective est beaucoup 
plus élevée dans les naines blanches (pie dans les étoiles de la 
série principale. Ce fait joint aux résultats de la théorie du débit 
d’énergie aux grandes densités, indique pour les naines blanches 
des rayons plus petits et entraîne de très faibles teneurs en 
hydrogène.

Ce résultat est confirmé par la théorie élémentaire du débit 
d’énergie (Chapitre V). On peut montrer que la réaction proton — 
proton dans l’enveloppe d’hydrogène explique le débit d’énergie 
des naines blanches. Cette réaction pouvant être permise sans 
catastrophe astrophysique, on réconcilie ainsi les données de 
l’astrophysique avec la théorie des réactions nucléaires. Les 
réactions du cycle de Bethe semblent, en général, ne jouer qu’un 
rôle secondaire (un pour cent du débit d’énergie total dans 
40 Eridani B).

La question de l’évolution des naines blanches reste une 
question ouverte que les calculs précédents ne résolvent pas. 
De même, la structure de Van Maanen 2, seule naine blanche 
présentant avec certitude des raies métalliques, présente des 
difficultés, car elle doit être compatible à la fois avec la théorie 
du débit d’énergie et la théorie du triage des éléments.

Je tiens à adresser mes remerciements les plus sincères à 
Monsieur le Professeur Strømgren pour son accueil si chaleureux 
à Copenhague, et pour les nombreuses discussions que j’ai pu avoir 
avec lui. Je remercie également M. Rudkjobing pour les conver
sations que j’ai eues avec lui.

I. Le triage des éléments.
1. Aspect général du problème. Le problème de l’équilibre 

statistique dans un champ de gravitation d’un mélange de 
particules d’espèces différentes est un problème déjà ancien 
auquel des contributions très nombreuses ont été apportées.

Mentionnons tout d’abord les problèmes relatifs aux mélanges 
isothermes, nous réservant d’aborder plus loin la question des 
gaz non uniformes et des cas de dégénérescence.

Pour des éléments soumis au seul champ de pesanteur, à 
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l’exclusion de tout autre champ de force (électrique ou magné
tique), on a simplement, en appliquant la loi de distribution de 
Boltzmann:

(1.1) Q = Qq e~m(-v~~vo)lkr 

qui est la loi de distribution des densités connue sous le nom 
de loi de Dalton.

Dans le cas d’un équilibre de dissociation produisant ou non 
des particules chargées, l’équilibre thermodynamique n’est pas 
modifié par la présence ou l’absence d’un champ. Ceci a été 
démontré dans le cas d’un champ de pesanteur par Gibbs (17), 
dans le cas d’un champ de forces électrostatiques par Milne (24). 
Les conséquences de la présence d’un champ de gravitation sur 
la séparation des charges électriques (les électrons étant plus 
légers que les protons) ont été données pour la première fois 
par Pannekoek (27), qui a évalué la charge d’origine thermique 
de la matière. On savait déjà par ce résultat que la charge élec
trique de la matière était très faible et que le champ électrique 
présent était assez fort pour empêcher toute séparation des 
charges. L’analyse de Rosseland (29) montre que la séparation 
des charges dans une atmosphère isotherme ne commence que 
lorsque le terme 

(1-2) 

est petit comparé à l’unité. Dans le cas du soleil, le produit 
4 7tE2/in2g2 vaut 4,85 -1()27. Dans le cas des naines blanches 
connues, g peut être 106 fois plus fort, et 4,85-1()15 peut être 
considéré comme une limite inférieure. pe doit donc être inférieur 
à 10—16 dynes/cm2 ou, pour une température moyenne de 
2-104 degrés de l’atmosphère des naines blanches, le nombre 
d’électrons par centimètre cube doit être inférieur à 
10~4»4, c-à-d. bien inférieur à la densité de l’espace interstellaire. 
Par une autre voie que celle de Pannekoek, Rosseland a donc 
montré la justesse de l’hypothèse de neutralité électrique de la 
matière stellaire.

Dans le cas des champs de pesanteur intenses, la séparation 
des éléments peut être assez considérable pour qu’on puisse 
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définir une hauteur de mélange de deux éléments. Ceci a été 
fait par l’auteur (34) dans le cas où le gaz d’électrons est 
dégénéré et étendu (35) au cas où le gaz d’électrons étant par
fait, l’ionisation est partielle. La charge électrique lorsque le gaz 
d’électrons est dégénéré a été calculée également (37). Le pro
blème du gaz isotherme peut être abordé d’une toute autre 
manière à partir de l’étude des gaz non-uniformes (12). Le 
phénomène de diffusion de pression, dû à l’existence d’un gra
dient de pression partielle d’un gaz mêlé à un autre est connu 
depuis longtemps. Le langage de la théorie des gaz non-uniformes 
nous amène au cas des gaz non-isothermes, qui est le cas réel 
des étoiles. Un bref aperçu est donné par Eddington dans I.C.S.(14), 
qui renvoie pour la diffusion thermique à un travail de Chap
man (10). La diffusion thermique qui est de très faible impor
tance devant d’autres phénomènes est traitée par Chapman 
dans cet article déjà ancien sans tenir compte des phénomènes 
d’ionisation. Eddington (1. c.) évalue qualitativement l’influence 
du modèle atomique utilisé, et conclut, en accord avec une con
firmation personnelle de Chapman, que la diffusion thermique 
joue sans doute dans le même sens que la diffusion de pression. 
Biermann (3) étudie le problème de la diffusion et de l’équilibre 
statistique en donnant une bibliographie du sujet.

Tous ces travaux sur les gaz non-uniformes sont faits en sup
posant que les atomes ne transportent avec eux aucune énergie 
autre que cinétique de translation ou de rotation (11) et par 
conséquent ne tiennent pas compte de l’énergie d’ionisation. 
L’hypothèse de l’équilibre thermodynamique local permet 
d’adapter les équations valables pour une atmosphère isotherme 
à une atmosphère à température non-uniforme, et, par com
paraison avec les formules de diffusion, de montrer l’existence 
d’une diffusion thermique due à l’ionisation.

D’autre part, suivant que le gaz de noyaux se trouve plongé 
dans un gaz d’électrons dégénéré ou parfait, le triage est déter
miné, dans le premier cas par la quantité

(1.3) A

dans le second par la quantité:
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Lorsque le gaz d’électrons est dégénéré, tous les éléments se 
comportent de la même façon devant l’hydrogène (A{/Zf = 2), 
alors que dans le second cas, tous les éléments subissent en plus 
les uns par rapport aux autres un triage important.

Lorsque les phénomènes de dégénérescence apparaissent 
également au sein du gaz de noyaux, particulièrement avec les 
dégénérescences de Bose-Einstein, differents phénomènes assez 
curieux apparaissent. Tous ces résultats ont reçu un commen
cement d’application à la théorie des naines blanches (34).

A. Les gaz non-dégénérés.

2. Méthode statistique. Rappelons brièvement comment on 
traite le problème de l’équilibre de dissociation d’un mélange 
de particules d’espèces différentes. Cette méthode est inspirée de 
celle employée par Chandrasekhar (6) à la suite de Milne (25).

Etant donnés j éléments de charge Zf et possédant différents de
grés d’ionisation, on peut représenter les réactions d’équilibre par:

n
(2.1)

dans lequel A est l’atome d’espèce i ionisé n fois. est l’énergie 
pour ioniser le ne électron et Vy” est l’énergie nécessaire pour 
ioniser n fois l’atome.

Nous appelons pr¡s le nombre d’atomes d’espèce i, n fois 
ionisés, d’énergie Elsn + ' %" et x\'s le nombre d’états possibles 

n
d’énergie E'" 4- rs, Es, xs représentent des quantités ana

logues pour les électrons. Pour trouver l’état le plus probable, 
nous astreignons les quantités p^s et rs aux conditions suivantes:

ns

ns
(2.2)
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conditions relatives an nombre de particules et à l’énergie. En 
associant ces conditions an nombre de complexions (qu’il est 
inutile d’écrire) et en employant la méthode des multiplicateurs 
de Lagrange en multipliant les équations de condition par a¡ ß 
on obtient:

n. = X . ¡IS IS(2.3)

Par intégration dans l’espace des moments, et en se rappelant 
que E'" contient l’énergie cinétique et l’énergie potentielle:

(2.4)

on obtient:

(2.5)
/i3

7i3

On retrouve ici le résultat déjà obtenu par Gibbs et Milne c-à-d., 
l’indépendance de l’équation d’équilibre par rapport aux champs 
électriques et de pesanteur:

(2.0) h’

Comme nous sommes dans le cas d’un gaz isotherme, les «t- et 
ß sont des constantes, et l’équation d’équilibre hydrostatique: 

est une conséquence des équations écrites ci-dessus.

3. Le triage (les éléments. La détermination du potentiel 
électrique ip pourrait se faire en utilisant la relation de Poisson. 
On obtient alors les résultats bien connus relatifs à la quasi- 
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neutralité électrique du milieu. II est donc plus simple de partir 
de cette relation pour définir ip\

(3.1) Vn/)J = r,
tn

ou, après élimination de T*,

2 — az—(Z¿—n —1)/?—.9 [ÿ>(m" 
e 

—mL,) —(n+l)ej/>]

équation de la forme:

(3.3)

avec

(3.4) 
H A1! = mf-(n + l)me

ziq étant la masse de l’atome non ionisé.
Il est aisé de démontrer, comme nous l’avons déjà fait (34, 

paragraphe 14), que les maxima de concentration des différents 
éléments et de leurs ions se succèdent de bas en haut d’un réci
pient vertical dans l’ordre des A’¡/(n + 1) décroissants, les atomes 
les plus ionisés ou les plus légers se trouvant en haut. Remar
quons toutefois que la démonstration concerne une concentration 
particulière :

(3.5) 

qui est le nombre d’atomes i ionisés n fois au nombre total de 
charges positives (ou négatives) libres, et non pas la masse de 
particules p'¡ à la masse totale. Le résultat subsiste cependant 
avec cette définition de la concentration.

Dans le cas d’un mélange de deux éléments, il est possible 
de pousser les conclusions beaucoup plus loin. Nous allons 
donner ici une première définition de la hauteur de mélange, 
identique à celle déjà utilisée (34). Nous appelons hauteur 
de mélange l’intervalle dans lequel les éléments 1 et 2 étant 
mélangés, le produit des concentration en poids cx .c2 reste supérieur
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à une quantité donnée. On est assuré de définir ainsi une région 
où l’on trouve simultanément les concentrations les plus élevées 
des deux éléments. Si l’on suppose que pour une densité et une 
température données, l’élément 1 est essentiellement ionisé n1 
fois et l’élément 2, n2 fois» l’équation de neutralité électrique se 
réduit approximativement à:

(3.6) ni p\l + n2 p2 — r.

La concentration en poids est alors approximativement:

(3.7)
p’I' + m2p%

m2p’£___
mip^ + m2p^'

Le produit cx c2 est maximum pour — — = 1 et prend la 
pnp

moitié de la valeur au maximum pour — _ j/g. Le 
nq pnp

système des équations (2.5) nous permet d’éliminer la variation 
de potentiel électrique ip et on obtient ainsi sous une forme 
symétrique :

(3.8)

(n7Tï+»ÎTî)10g(17+12,/2) +

+ 1 1 'i log

^|/3 + )/8 + ^|/3-|/8
nt n2

(/q + 1 n2 + 1J
«l n2

/q +
A%

1 n2 + 1

On voit ici que la grandeur caractéristique pour le phénomène 
de triage est la quantité A1/n1 + 1, et que, si l’on trouvait deux 
éléments portant la même masse par particule libre, ils ne 
seraient soumis à aucun triage.

Lorsque l’élément 1 est l’hydrogène et l’élément 2 un métal, 
et que l’on se trouve dans une région de forte ionisation, on 
obtient approximativement, en négligeant l/n2 + 1 devant 1/2:
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log
(17 + 12 |/2)^

mri__________
<7 2 1 A.

2 n2 + 1
Nous avons supposé l’ionisation presque totale, donc A2/n? ~ 2 et

h - 6,4-107 -,
9

(3.10)

Lorsque l’ionisation est presque totale, tous les éléments se com
portent de la même façon devant l’hydrogène.

Nous préciserons plus loin (§ 9) ces résultats.

4. L’atmospèhre non isotherme. Dans le cas où l’atmosphère 
n’est pas isotherme, l’énergie mf <p — ni e ip a une valeur pure- 

mç?— 
ment locale, si bien qu’il faut remplacer l’expression ------- —----
par

(4-1)

De plus, les grandeurs «f et ß, cpii étaient des constantes dans 
le cas de l’atmosphère isotherme, ne le sont plus maintenant.

Le dénombrement des équations et des constantes nous 
permet de choisir une forme pour a¡ et ß', nous avons les équa
tions :

Z niPi = r

(4.2)

71

Nous avons supposé ici que la température est une fonction 
connue de la cote, ce qui revient au même que de se donner une 
équation de transfert. On a donc j + 2 relations pour déterminer

algébrique, la deuxième une équation différentielle et les j autres 
des relations numériques. Nous voyons que nous pouvons déter- 
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miner au plus par ce système j + 1 constantes, et 2 fonctions, à 
condition que les quantités atß dépendent (l’une fonction dé
pendant d’une constante. Nous prendrons, puisque cette fonction 
est arbitraire:

(4.3) é~tti = Ai u e~? = B u.

Déterminons dans ces conditions la fonction u. L’équation 
d’équilibre hydrostatique, compte tenu de l’expression (2.5) des 
p'i et de r, donne:

(4.4)

Cette expression est importante, car, lorsque l’on suppose 
= 0, c-à-d. la matière totalement ionisée, cette équation se 

simplifie et donne:

(4.5)
5 r
2 T

et l’on obtient grâce à (2.5) pour tous les et pour r une loi en:

(4.6)

c-à-d. un résultat parfaitement identique à celui que donnent 
les équations de la diffusion lorsque l’on néglige la diffusion 
thermique.

Dans le cas plus général où l’ionisation joue encore un rôle, 

,ZP?^ + ŒP? + r)
r kT

" T ^(¿.-n + iy + r ’

fonction y, il est nécéssaire d’intégrer le
système de deux équations (4.7) et (3.1), cette dernière étant 
l’équation de neutralité électrique. Evidemment, dans le cas 

général où (3.1) est une expression polynôme en u et exp 

l’intégration de ce système ne pourra pas se faire sans difficultés.

i" eip' dz
J kT ’

(4.7)
II

Pour déterminer la

f 
II
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5. La diffusion d’ionisation. Considérons l’équation:

(5.1) 

qui exprime l’équilibre des pressions partielles et qui est la seule 
équation à satisfaire dans le cas de l’ionisation totale.

Lorsque l’ionisation n’est pas totale, il faut ajouter un terme 
supplémentaire qui tienne compte de l’existence de collisions avec 
recombinaison et ionisation. On a immédiatement, d’après (2.5),

(5.2) |y+(Z. —n+1)
/

il

u

(p ini — ne ip' 
kT

Nous avons donc un terme supplémentaire

(pii bien entendu se réduit à zéro quand n = Zf, = 0. Nous 
pouvons l’évaluer numériquement de la façon approximative 
suivante: si l’on prend nt = Zh ce qui revient à considérer le 
reste atomique, on a:

(5.4)

ou :

(5.5)

Nous arrivons donc à l’équation:

(5.6)

avec :

(5.7)

Dans l’équation de diffusion (M.T. 14.1.1) ce coefficient figurerait 
avec le coefficient 1/P:
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(5.8)
PT dz 1

Comparons le terme

(5.9)

au coefficient kT (M.T. 14.1.1). Si l’on suppose un élément, en 
équilibre avec ses produits de dissociation, l’expression (5.9) 
pour l’un des produits de dissociation s’écrit:

(5.10)

ou :

(5.11)

p L Pi+Aj+Ai.

£1^ 7>2_±£3

P Pl+Pz+Pi

qui est de l’ordre de grandeur de piV/P. Si l’on prend P égal

à la pression atmosphérique, pt kT = P, le terme (5.9) est de

l’ordre de grandeur de

(5.12) 1 JL
3 kT'

Pour un corps dissocié à moitié, ce terme est de l’ordre de quelques 
unités, et par conséquent considérablement plus grand que le 
coefficient de diffusion thermique kT. A l’équilibre, on a 
évidemment un équilibre thermodynamique local, et la mesure 
de la concentration d’un point à un autre ne serait qu’une 
mesure de l’énergie de réaction. Celte diffusion ne se manifeste 
que durant le passage à l’équilibre.

6. Hydrogène presque pur. L’hypothèse que les naines blan
ches ont une atmosphère d’hydrogène presque pur, entraîne 
la nécessité de traiter le cas de l’hydrogène, et de déterminer le 
potentiel y et la fonction u, afin de pouvoir les reporter dans les 
expressions />'■ du nombre des autres éléments, supposé petit 
comparé à l’hydrogène. On a alors:
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(6.1)
n' T Pl kt 2
h T 2 p0 + Pi + r

est

5

6.2 u — cte

(6.3) P« =

(6.4) /'i =

(6.5) BTr

La condition de neutralité

(6.6)

A l’intérieur de la région d’hydrogène, %/kT est très petit, p0 
très petit, et par conséquent:

1
7

A, T

électrique nous détermine ip' :

A — ß-W^e^dz

d’où les nombres des différentes particules:

ou :

(6.7)
Al — ¡j #— me)— jj 2 '/e ip' dz 
B e

ou, par dérivation logarithmique:

cp' (ni} — /ne) = 2e ip'

(6.8)

On en déduit la concentration d’un élément quelconque de 
charge Z, ionisé n fois:

(6.9)

Dans cette région, on a (34): 

(G. 10)
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en prenant la surface de l’étoile pour origine, ou:

(611)
1

2 kT
17 1
4 tp' z '

L’intégrale en exponentielle vaut:

et puisque T est proportionnel à z:

(6.13)

Nous avons donc un terme exponentiel qui contient l’énergie 
d’ionisation et un terme en 7’“. Si nous supposons pour commencer
que T est assez élevé pour que l’on puisse négliger les varia
tions de e~Xlkr, nous n’avons à tenir compte que du terme 
en Ta. On a:

Ici, = 1 (hydrogène). On a donc:

Nous donnons dans le tableau I les valeurs de a pour quelques 
éléments.

T a b 1 e a u I.

Élément
n

0 2 4 6 8

Hélium........................ 4 28 24,5
Carbone ....................... 12 86 82,5 79 75,5
Azote............................ 14 100,5 97 93,5 90
Oxygène....................... 16 115 111,5 108 104,5 101
Sodium......................... 23 167 163,5 160 156,5 153
Magnésium.................. 24 173 169,5 166 162,5 159
Silicium........................ 28 202 198,5 195 191,5 188
Potassium.................... 39 283 279,5 276 272,5 269
Calcium........................ 40 289 285,5 282 278,5 275
Fer................................ 56 376 372,5 369 365,5 362
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On ne peut manquer d’être frappé par les très grandes valeurs 
de cet exposant, et l’on conclut immédiatement que si aucun 
autre phénomène n’intervient, la concentration en 
éléments lourds à la surface des naines blanches doit 
être imperceptible.

En fait, nous savons qu’il existe dans le soleil une couche 
convective près de la surface. Son existence a été démontrée 
par Unsold (49). Elle a été étudiée en particulier par Biek- 
mann (4), Rudkjøbing (30, 32). Il est possible que cette couche 
atteigne des profondeurs relativement grandes. Si une telle 
couche existe dans les naines blanches, elle peut être susceptible 
d’aller chercher les éléments lourds à une grande profondeur 
pour les ramener à la surface de l’étoile où ils peuvent appa
raître dans le spectre. Cela semble être le cas de Van Maa- 
nen 2, comme une étude à paraître prochainement le montrera.

7. Couche de mélange. Nous avions introduit pour les couches 
profondes un élément moyen (34). Au voisinage de la couche 
de mélange, il est nécessaire d’introduire une autre approxi
mation.

Supposant toujours que les variations dues aux termes ex
ponentiels exp(—x/kT) sont faibles en raison de la haute tem
pérature de la couche de mélange, nous posons:

(7.1)

(7.2)

— Hdz
Il = e •

i&etp'dzV — eJ

et l’équation de neutralité électrique prend la forme:

(7.3)

Nous déterminons les constantes af, b par un choix convenable 
de l’origine des coordonnées. A l’origine, nous avons u = u = 1. 
Si l’on suppose que l’hydrogène et les autres éléments pris 
ensemble ont une concentration respectivement égale à llz en ce 
point, on a à un facteur près, le même pour a¡ et b:

I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd.XXV, 7. 2
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líí
2 ini

(hydrogène)

1 1
2 mn

et on en déduit b:

L’équation de neutralité électrique s’écrit alors

(7.6) 1 .

Nous allons supposer maintenant que pour les

A____Îl
zf+i z.+ i

est si petit que nous pouvons le négliger. En 
nouvelle variable uA' uZx = t on obtient ainsi, 
et en confondant Z¡ et Z¡ + 1

ou :

(7.7) ‘Zc,^/Z' + «-3i2/Z, = |.

d’où u:
,2/Zi

“3 ~o i3 1 ycl^(7.8)

2 2 — 1

On en déduit la concentration en hydrogène 
paramétriquement en fonction de t par (7, 8) <

éléments lourds

prenant comme 
avec Zi/A¡ = 1/2

xH représentée
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(7.9)

On a de plus:

(7.10) 

qui donne la variation de u avec la cote.
La solution ainsi trouvée se raccorde aisément du côté de 

l’hydrogène à la solution (6.13) et du côté des éléments lourds 
à la solution approchée de non triage.

Nous avons calculé une table des variations de xH avec la 
hauteur en admettant pour les éléments lourds un mélange de 
Russell simplifié, dont la composition est donnée dans le tableau II.

Tableau II.

Élément Concentration

0............................................... 0,5
Mg........................................... 0,25
Si............................................. 0,0625
Ca............................................. 0,0625
Fe............................................. 0,125

On obtient ainsi les résultats donnés dans le tableau III. 
Les hauteurs ont été calculées pour un gaz isotherme à T = 107 
degrés et dans un champ de pesanteur g = 109 c. g. s. On re
marquera combien ces hauteurs sont faibles dans un si grand 
champ de pesanteur.

On remarquera que nous n’avons pas introduit d’hélium. La 
raison essentielle est que pour l’hélium, l’hypothèse Af/Z, + 1 = Cte 
n’est plus valable, ou n’est plus en tout cas qu’une grossière 
approximation. L’introduction d’hélium compliquerait considé
rablement la solution, sauf si toutefois on supposait l’étoile 
composée d’hydrogène et d’hélium presque exclusivement.

On trouvera fig. 1, p. 20, la courbe représentative de xH en 
fonction de logu. Ce résultat peut être utilisé pour le calcul de 
la distribution de la température et du débit d’énergie, car la 
fonction .r(/) ainsi obtenue est indépendante de la température 

2*
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Tableau III.

2'C17Z‘/< -logi« u X//
■Z km

(T=107° 
</ = 109cgs)

X0 Xjtfp X’SÎ XFe
1—X// 1—X// 1—Xw 1—X//

0 0 + °o 1 + «o
0,4 0,013 0,323 0,984 6,2 0,98 0,079
0,5 0,035 0,258 0,963 0,90 0,112
0,6 0,078 0,202 0,925 3,7 0,83 0,150 0,021
0,7 0,157 0,154 0,864 0,764 0,187 0,033 0,008
0,8 0,297 0,108 0,776 2,1 0,688 0,221 0,044 0,023
0,9 0,545 0,060 0,655 0,603 0,224 0,055 0,059
1,0 1,000 0,000 0,500 0 0,500 0,250 0,0626 0,125
1,02 1,133 — 0,017 0,465 0,478 0,248 0,0634 0,143
1,04 1,287 — 0,034 0,431 — 0,6 0,454 0,246 0,0642 0,163
1,10 1,888 — 0,112 0,315 -2,1 0,387 0,234 0,064, 0,228
1,15 2,628 — 0,297 0,188 — 5,7 0,333 0,218 0,0633 0,291

3 --- 00 0 --- 00

et de la densité. Pour obtenir x(z) il faut en plus tenir compte 
de l’équation de transfert d’énergie. Les courbes de la figure 2, 
p. 21, représentatives de la variation de composition du mélange 
des éléments lourds avec la cote, montrent qu’il n’est pas 
légitime de remplacer le mélange des éléments lourds par un 
élément moyen. Nous pouvons remarquer de plus que, dès que

Fig. 1. Variation de la concentration xn en hydrogène en fonction de l’altitude 
dans la couche de mélange.
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Fig. 2. Variations des concentrations [O] [Fe] [Mg] [Si] au sein du mélange d’élé
ments lourds. On remarquera que la concentration en oxygène croit considérable
ment à l’extérieur de la couche de mélange, c’est-à-dire là où la concentration en 

hydrogène est déjà grande.

log il > 0,2 par exemple, seul l’oxygène est pratiquement présent, 
comme élément lourd. Dans le calcul du coefficient d’ab
sorbtion et de la température il pourra être considéré 
comme légitime de supposer avoir affaire à un mélange 
d’hydrogène et d’oxygène seulement.

Ces conclusions seront appliquées plus tard à l’étude de 
certains modèles de naines blanches.

1

B. Phénomènes dûs aux dégénérescences.

8. Phénomènes dûs à la dégénérescence du gaz d’électrons. 
Nous allons étudier le mélange de deux espèces atomiques au 
voisinage de la couche de mélange, lorsque le gaz d’électrons 
est plus ou moins dégénéré. L’hypothèse supplémentaire d’un 
champ de pesanteur intense, et par conséquent d’une faible 
hauteur de mélange permet alors l’emploi d’un développement 
réduit au premier terme pour décrire l’état du gaz d’électrons. 
Nous supposerons le mélange isotherme.

En posant

(8.1) r(v+i)

o
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le nombre r d’électrons est donné par:

(8.2) r = ^(.2nmekT)’U^A).

Nous prenons comme origine des ordonnées le point où les con
centrations en poids des 2 espèces de particules sont égales. Si 
l’on désigne par la densité totale de noyaux en ce point, on a:

(8.3)

(8.4)

avec

(8.5) H = m¡,

nii masse d’un noyau d’espèce z. Dans ces conditions

(8.6) xJ
et l’on a, pour le quotient r/r0, en utilisant les notations (7,1) et
(7,2) pour u et v qui valent 1 pour z = 0:

,40 est défini par (8,2) et (8,6) et on a:

(8.8) A = iiAe v 1.

En supposant que A ne varie pas de façon considérable, on a :

Ih (A) i/i (Jo) + ^-è/_i(/lo) ÔA U_i (Ao) 

(8'9) logr7(Âj = Iog U7(A) -4^(4,)

10gü|(4>)~ ut(Â) \« »r(8.10)
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En posant

(8-11)
tí-4 (A)
q(Â>)

et l’équation (8.7) peut s’écrire:

qui pour nous sera 
générescence (gaz 1).

une grandeur caractérisant l’état de dé- 
£ = 0, gaz N. 1). £ = 1), on peut écrire

<8.12)
(^) Ae£ -Í

TT (A X = 11 l)
(A)

AJI

(8.13)

9. Hauteur de mélange. Nous allons donner une définition 
plus logique et plus précise de la hauteur de mélange de la façon 
suivante. Dans un mélange, le nombre de particules d’espèce 1 
et d’espèce 2 est:

(9.1)
1
2

(9.2) «2 1 _gp_
2 A2H VZ,

Nous avons à utiliser pour le calcul du débit d’énergie dans une 
région isotherme l’expression:

(9.3) \nin2dz

et nous appelons hauteur de mélange h la quantité

(9.4) h = - ^ n^dZ- = ( uA'+A* vZl+Zt dz.

1 go J
4 A{A2H2

Nous allons transformer cette expression afin de la calculer 
à l’aide de (8,13), (7,1) et (7,2).
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En vertu de (7,1) nous avons

(9.5) — = — &Hgdz

et par conséquent:

Nous posons, dans (8.13):

(9.7)

En posant

(9.8)

on a:

At-Ael-^(Al-A^)
(9.9) u

Posons :
z±

(9.10) _ Aj__
a 7 7

Ai Ao

L’intégrale que nous avons £
de (9.7):

(9.11)

En posant encore:

(9.12) A = A2 — Ae

calculer s’écrit alors, en raison

on tire de (9.9):

(9.13)
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L’intégrale (9.11) s’écrit donc:

(9.14)

En portant l’expression (9.9) pour iz(f) dans (9.14), on obtient:

En vertu de (8.13) et de (9.7), t est compris entre 0 et 1. On a 
donc une intégrale Eulériennc de première espèce. Le coefficient 
numérique dans l’intégrale (9.15) est

En vertu de la relation

. r>z \ r(in)r(n)
(9.!8) B(m, n) - r(/nqrn)

2 ÇÇA,+z,Ae) ^2Z,AeS

(9.16) 1(1 -a) a
A

+ (Z1 + S)A

et l’intégrale s’écrit:

C nil 1-i(A‘ + ZA) 2 
'« S^1+2 (Z, + f)A ’

2^,1 \ + 
(Z¡ + l)A!

(9.17) •
1 11 2^âl + zlAe) 2Z2AJ

1 (21+i) A

1
2 £(a\ + ZtAe)

(Z.+^A

et en négligeant Ae/A, ce qui n’est incorrect que lorsque A est 
du même ordre de grandeur que Ae, l’expression (9.18) se 
simplifie beaucoup et devient:

(9.19) 1

(Zt + £)A
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On obtient alors pour la hauteur de mélange:

(9.20)

h
2¿(At+ ZtA )

LL. _±_
Hg\l-a¡ «2 fGh + Z,./!,)

A+ Z, + f

1 +
2^(A£+Z1AC)

(Z1 + ^)A

Dans le cas où £ = 0 (gaz 1).), (9.20) se réduit à

(9.21) kT 1 11 C+l
Hg 1 — a cc 2 A2 — £AX

qui est à une petite différence numérique près l’expression déjà 
trouvée (34). La différence provient d’une meilleure évaluation 
de la hauteur de mélange. Pour donner une idée de l’influence 
de la dégénérescence sur la hauteur de mélange, nous allons 
calculer pour A2 = 24, Ax = 1, Za = 12, Zx = 1 les variations 
de h avec £. Dans ce cas, on a:

(9.22) « = I 1 — a = * A = 24 —C.

On obtient le tableau IV donnant h/hD en fonction de £ et les 
valeurs correspondantes de kT/e0 (e0, énergie maximum au zéro 
absolu) et de q//i pour 7’ = 107 degrés. Les tables de E. C. Sto
ner (46) des fonctions Ui/t et ont servi à dresser le 
tableau.

T a b 1 e a u IV.

5 /.//io *ï7*o
log p/u 

(T—10’ degrés)

1 0,406 00 -----  00

0,8 0,466 1,06 2,246
0,6 0,522 0,55 2,67
0,4 0,617 0,294 3,08
0,2 0,745 0,151 3,51
0 1 0 00
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On voit que la dégénérescence ne modifie pas considérable
ment la valeur de la hauteur de mélange et que cette hauteur 
est plus faible dans le cas de non dégénérescence.

10. Dégénérescence dans le gaz de noyaux.
a) Statistique de Bose. Si l’on se place au zéro absolu, 

tous les atomes se répartissent dans un état d’énergie minimum, 
donc d’énergie potentielle nulle. Ceci implique pour chaque 
espèce

(10.1) m. (p — Zieip = 0.

Celte condition ne peut être satisfaite simultanément pour toutes 
les espèces atomiques à spin entier. 11 y a donc séparation com
plète des éléments obéissant à la statistique de Bose et ces élé
ments sont superposés dans l’ordre m^Zi décroissant.

b) Statistique de Bose et statistique de Fermi. La 
condition (10.1) détermine le potentiel électrique. Les particules 
obéissant à la statistique de Fermi sont alors en nombre:

(10.2) / 9 O T T 7 \23-^3 (p0—2 2«! Wj)-

et le nombre d’électrons est: 

(10.3) 

avec

(10.4)

Le nombre n(- des particules obéissant à la statistique de Bose 
est donné par la condition de neutralité électrique (une seule 
espèce à la fois):
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(10.5)

Les constantes p0 et pc sont déterminées par les conditions 
relatives au nombre total de particules i et 1 en présence. Le 
nombre de particules d’espèce 1 subit une discontinuité chaque 
fois que l’on passe d’une espèce i à une autre, en raison du 
changement de potentiel électrique. Il peut enfin y avoir une 
région de pur hydrogène et dans ce cas la relation entre les 
potentiels est donnée par:

(10.6) —2ml(7n199 —Z^^))2 = (p2e~ 2 me (me(p + ey>))-.

A travers chaque surface de discontinuité de la densité on doit avoir 
continuité de la pression. Cette condition peut être satisfaite en 
supposant que les potentiels yp et y> subissent une discontinuité. 
Si l’on a p éléments obéissant à la statistique de Bose, de 
l’hydrogène et des électrons, on a p équations de continuité pour 
la pression, p 4- 1 conditions pour le nombre de particules dé
terminant les p + 1 constantes présentes dans les potentiels et 
les positions des p surfaces de discontinuité.

Traitons plus simplement le cas d’un seul élément. L’équa
tion (10.5) est la seule à être satisfaite, tant que nf # 0. Lorsque nf 
s’annule, seule l’équation (10.6) est satisfaite. Nous supposerons 
que pg étant très grand devant meWe, le nombre d’électrons 
est sensiblement constant:

(10.7) Z.n. + Zi^(p2-2 m^n^- Zt = r.

Calculons sur quelle hauteur Zfnf varie de 0 à r/Zi. L’équation

■Zi = r~zlni(10.8)
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donne les deux équations suivantes

Po = «

en prenant pour origine <p = 0 quand p0 = 0 (pas de protons).
On a ainsi: 

(10.10) hg =

ou numériquement:

(10.11) h

Nous avons déjà donné (44) l’expression de la hauteur de mélange 
pour un gaz dégénéré de protons et un gaz parlait de noyaux. 
On avait trouvé:

(10.12) h = [9.923] zf~3 . .

On voit, que lorsque l’un des gaz de noyaux est un gaz de Fermi, 
la hauteur de mélange est déterminée par lui, en raison de la 
grande énergie d’agitation des noyaux du gaz de Fermi.

II. L’ionisation de l’hydrogène.
I. Introduction.

1« L’étude de l’état de l’hydrogène aux densités relativement 
élevées est absolument essentielle pour les naines blanches. 
D’abord parce que l’atmosphère des naines blanches est constituée 
d’hydrogène pur. Ensuite parce que l’on atteint très rapidement, 
pour de faibles profondeurs optiques, des densités considérables.

Alors que d’ordinaire, à des températures de 30.000 degrés, 
on a seulement des densités de 1014 ou 1015 ions positifs hydrogène 
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par unité de volume, dans le eas des naines blanches ce sont 
facilement des densités de 1018 ou 1020. Il n’est pas possible 
alors de tenir compte d’une manière arbitrairement simple de 
l’ionisation de pression, par exemple en coupant la somme 
d’états en un point convenable. D’autre part, la méthode des 
volumes exclus (15) (10) ne donne que des résultats extrême
ment grossiers, et a le tort de ne donner aucune indication sur 
l’état des atomes neutres.

Une méthode parfaitement correcte, tant du point de vue de 
l’ionisation que du calcul du coefficient d’absorption et de la 
conductibilité serait la suivante: placer les protons en des points 
déterminés distribués au hasard dans une enceinte close, dé
terminer tous les niveaux d’énergie possibles pour les électrons, 
distribuer ces électrons parmi les niveaux d’énergie en accord 
avec la température du gaz, à l’aide des fonctions d’onde ob
tenues, calculer l’énergie potentielle des protons en fonction de 
leurs coordonnées et l’utiliser pour trouver à l’aide de l’équation 
de Schrôdinger leur mouvement. Cette méthode est en fait celle 
qui est utilisée dans les théories du corps solide, mais elle est 
essentiellement simplifiée par le fait que les atomes ne sont pas 
distribués parfaitement au hasard, mais au voisinage des nœuds 
d’un réseau. Il est donc nécessaire d’employer ici une théorie 
statistique pour arriver à un résultat.

Le principe de la théorie statistique est le suivant: étant donné 
un atome supposé à l’état neutre, il est soumis à un certain champ 
électrique, et l’on a à déterminer la probabilité W (F) dF que 
ce champ soit compris entre les valeurs F et F + dF. Sous l’in
fluence de ce champ, les niveaux sont perturbés, et pour les 
grandes valeurs du nombre quantique principal n, cette per
turbation peut être assez forte pour empêcher les états d’exister. 
On a donc un nombre moyen NW(F) c/F d’atomes soumis au 
champ F et dont l’énergie d’ionisation est plus faible que celle 
des atomes en l’absence de champ. Il est alors possible de dé
nombrer les états d’énergie E des électrons, en prenant pour 
origine des énergies celle des électrons libres de vitesse nulle. 
En conséquence, les électrons libres ont des énergies positives, 
les électrons liés des énergies négatives.

Cette théorie est linéaire, car elle ne tient compte que de la 
valeur du champ électrique F au point considéré, et non pas 
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des valeurs grad F, grad grad F etc. . . . En d’autres termes, les 
dimensions de l’atome sont supposées négligeables devant l’hétéro
généité du champ. Mise à part l’extrême complication qu’im
plique l’introduction de ces grandeurs, nous serons amenés, pour 
dégager les faits essentiels, à d’autres simplifications plus impor
tantes que celle du champ uniforme.

Cette théorie a un caractère de première approximation, car 
nous supposerons que le champ F ne modifie que d’une quantité 
négligeable les niveaux d’énergie et les probabilités de transition, 
bien que nous tenions compte de la destruction des états par les 
champs intenses. Il serait évidemment plus correct de tenir 
compte individuellement des états séparés par le champ, mais 
il ne semble pas que l’introduction de cette complication soit 
justifiée.

Mrowka (26) a essayé de traiter le problème de l’élargisse
ment des raies spectrales par la mécanique ondulatoire. Mais sa 
théorie suppose que seule l’action des atomes neutres est à con
sidérer et que la température est assez basse pour que tous les 
atomes d’hydrogène soient dans l’étal fondamental. Il s’agit donc 
d’un cas extrêmement différent de celui que nous nous pro
posons d’étudier.

IL État de l’hydrogène.

2. Dénombrement des états. Ionisation. Nous supposerons un 
volume où se trouvent JVj ions positifs Ne électrons et No atomes 
neutres par cm3.

Un atome neutre, de nombre quantique principal n, placé 
dans un champ F est susceptible d’avoir 2n—1 niveaux d’énergie. 
Soit x le nombre quantique «électrique», nous avons 2n—1 
niveaux d’énergie —Enx(F) avec — (n — 1) <x<n— 1. Le poids 
statistique de chacun de ces états est gnx. Soit W(F) la pro
babilité pour que le champ soit compris entre F et F -j- dF. 
Pour les fortes valeurs de F les niveaux sont détruits, alors 
Î7nx = 0- Comme nous avons fait choix pour origine des énergies 
des électrons de vitesse nulle, nous dénombrons les états de la 
façon suivante.

Il y a ATj protons et N± gnxW (F) dF états possibles d’énergie 
Enx. Le nombre d’électrons liés dans ces niveaux est:
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(2.1) dnt = Ni9nxW(F) dF-------
1 + e

où & — 1/kl' et « est une constante déterminée de la façon 
suivante.

Le nombre total d’électrons est:

(2.2) Ne + N„
l Snjrdp 1 
\ - A3 ___a
vo 1 4- e

Le nombre total d’électrons libres est donné par la seconde 
intégrale et le nombre total d’électrons liés par la première:

(2.3) A'o
i/,„. "■(/••)<//•■

— &Enx—cc

(2.4)

Lorsqu’on est loin des conditions de dégénérescence, on a plus 
simplement:

00

(2.6)
H, X

No = N,
0

par élimination de ett, on obtient une expression analogue à celle 
de Saha:

1

Çl,aW(F)eaE^dF

où la somme au dénominateur du second membre est l’équivalent 
de l’habituelle somme d’états et se ramène à celle-ci lorsque la 
densité tendant vers zéro, le champ F devient extrêmement faible 
et sans influence sur les niveaux.

nx



Nr. 7 33

3. En réalité, pour un niveau nx donné, l’intégrale n’est pas 
prise jusqu’à l’infini, mais seulement jusqu’à la valeur du champ 
F qui détruit l’état nx. On doit donc écrire pour la somme 27:

(3.1) IV (F) dFe0Enx.

La détermination de Fnx est donc essentielle à la poursuite du 
calcul. Nous suivrons pour cela une méthode très analogue à 
celle de Pannekoek (28). Cette méthode est la suivante. Dans 
le champ F, l’atome d’hydrogène subit une destruction spon
tanée analogue à la radioactivité a, l’électron franchissant 
la barrière de potentiel à l’intérieur de laquelle il se trouve 
enfermé. Cette destruction s’opère avec une durée de vie ô 
donnée par Lanczos (23)

(3.2) ô = ^-—-= 2,066-ÎO10 ~
ha0 2It 2Il

où Zi et Z2 sont reliés aux intégrales elliptiques complètes de 
première et deuxième espèce. Lorsque cette durée de vie ô est 
plus courte qu’un temps a lié à la durée de vie de l’atome 
effectuant des transitions spontanées (de l’ordre de 10~8 sec.), 
nous dirons avec Pannekoek que l’état a cessé d’exister. La 
valeur de a peut être choisie arbitrairement sans changer 
considérablement les résultats en raison de la présence dans ô 
d’une exponentielle variant très rapidement. Nous avons pris 
ici « = 10~8 sec.

Le système de Lanczos,
suivant:

e

reproduit par Pannekeok est le

T = 8 y2nc = sin2 (p

(3.3)
k = tg^ k' = |/l-7?

O) f • ty 'z — 3 eZ2 = 2 cos - E — 2 sin (p sin -- * K.

-1/ = 2cos^(K — E) 
n¿ 2

dans lequel K et E sont les fonctions elliptiques complètes de 
première et seconde espèce de module k et K', E' les mêmes de

0. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7. 3 
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module k'. y2 représente la fraction rouge du réseau de raies 
Stark détruite par le champ F.

Les fonctions z = 3 eZ2 et y = log —ont été tabulées par 

Pannekoek (28). Comme nous supposons la différence Enx — En 
petite devant En, nous pouvons définir la disparition des états 
dans le champ F par la condition y2 —

La relation ô = « qui peut s’écrire:

(3.4) 16,01 -2-0,4343 -^-z/ + log-2 = log«
o £ n

ou
(3.5) 16,01—log« — j/4-logr — log4n —logn2 = 4-4^

nous détermine complètement rn. On en déduit ensuite:

(3.6)
d’où :
(3.7)

4,68 10 7 n4
2,14-106-*.n*

Le résultat est donné dans le tableau I.

Tableau I.

n logrn 10g Fn iog M/s-/
Destruction 

des états pour 
log

Recouvre
ment des raies 

pour 
log Nj

1 1,356 5,686 14,588 21,873 23,257
2 1,583 4,709 13,611 20,417 21,000
3 1,695 4,117 13,019 19,529 19,678
4 1,764 3,686 12,588 18,883 18,742
5 1,810 3,344 12,246 18,370 18,014
6 ■ 1,842 3,059 11,961 17,943 17,421
7 1,866 2,815 11,717 17,577 16,919
8 1,883 2,601 11,503 17,254 16,483
9 1,899 2,411 11,313 16,972 16,103

10 1,911 2,241 11,143 16,715 15,757
11 1,920 2,085 10,987 16,480 15,447
12 1,927 1,941 10,843 16,268 15,164
13 1,935 1,810 10,712 16,069 14,904
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T est une fonction lentement variable de n alors que le dé
nominateur contenant n4 croît très rapidement. 

Lorsque k tend vers 1, k' tend vers zéro, z Si —— Å'4 et on a
3

(3.8) 4n3 ~ [7,86] log, p,

ce qui entraîne de très grandes valeurs de n (n de l’ordre de 300).

4. Il est nécessaire maintenant de préciser la fonction de 
distribution W (F) dF. Cette fonction est évidemment donnée — 
en principe — par une méthode de champ self-consistent. Chaque 
proton est entouré d’électrons libres qui font plus ou moins 
écran à sa charge. En d’autres termes, la théorie de Holts- 
mark (18) qui ne considère que des ions et des électrons ponctuels 
n’est sans doute pas correcte et cette conclusion a déjà été tirée 
par Verwej (51) de ses résultats relatifs aux contours de raies. 
Il semble bien que pour la théorie de l’ionisation, la théorie de 
Holtsmark ne convienne absolument pas et par contre que la 
théorie de Russell et Stewart (33) donne simplement des 
résultats conformes à la théorie des volumes exclus et d’ailleurs 
de façon plus simple.

La loi de probabilité W(F) dF— que nous écrivons ici W(ß) dß 
en utilisant le champ normal

(4.1) F„ = 2,61 e N’{-

et la notation
(4.2) ß = f

1 0

est une fonction transcendante nouvelle de ß 

qui, pour les faibles valeurs de ß, admet un développement dont 
le premier terme nous suffit:
(4.4) W(ß) = ^-ß!-

o
3
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Si nous supposons la densité d’ions très élevée (par exemple 
1022), le chainj) normal Fo est très intense et la destruction des 
états a lieu même pour de très faibles valeurs de ß. Si de plus, 
et uniquement pour la commodité de notre argumentation, nous 
supposons la température assez élevée pour que les exponen
tielles
(4.o) e

se réduisent à l’unité, la somme 27 devient:

ou, en tenant compte des équations (3.7) (4.2) (4.4):

Cette somme est évidemment convergente et même très rapide
ment, mais nous remarquerons en raison de la valeur (4.1) du 
champ normal qu’elle est inversement proportionnelle à A^, 
A\ nombre d’ions positifs. On conclut de la relation (2.7) avec 
Ne = Ni que: 

(4.8)
2^(4,68-10 7-2,61 c)3

h3
2 (2 mnkT)*

c. à. d. que, à température constante, No serait constant pour les 
grandes densités. Ce résultat n’aurait en soi rien d’absurde, mais 
le calcul numérique de No nous donne:

volumes exclus qui indique une décroissance extrêmement rapide 
du nombre d’atomes neutres avec les densité croissantes.

Il a paru que ce résultat provenait de l’emploi de la théorie 
de Holtsmark, de préférence à une autre. Nous avons donc 
essayé la théorie de Russell et Stewart (33). Russell et Stewart,

(4.9)
[28,5661

0 ■

La valeur exagérément 
tradiction absolue avec

élevée de Ar0 ainsi obtenue est en con- 
toutes les indications de la théorie des
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exprimant que dans la sphère de rayon x, x dx se trouve un 
ion positif, et que cet ion, le plus proche de l’atome considéré, 
est aussi le seul à agir, obtiennent la fonction de distribution:

(4.10) W(S)dà = rfd
ß'1

qui est identique à la fonction de Holtsmark pour les grandes 
valeurs de ß (ß > 50 par exemple) mais qui en diffère très con
sidérablement (en puissances de 10) quand ß est très petit. Si 
nous supposons comme précédemment que la densité est 
élevée, et la température aussi, nous avons à utiliser l’intégrale

ce qui donne pour la somme 27:

(4.12) = />, 2n2exp —(4,68-1O~'Fo)’^3.
n 1 h

Elle contient ainsi des exponentielles dont la valeur numérique 
est:

— 71
(4.13) exp —[23,151] ^-3.

Le terme qui ligure ici en exponentielle est tout à fait analogue 
au terme élémentaire que l’on obtient par la méthode des volumes 
exclus sous la forme donnée par Fermi (15). Une différence très 
importante est que le coefficient numérique est beaucoup plus 
grand. Pour donner un ordre de grandeur, l’exposant vaut 1 
pour n = 2 lorsque = [20,43], alors que la méthode des 
volumes exclus introduit pour le même résultat une valeur 
A\ = [23,1]. Autrement dit l’effet Stark linéaire détruit les 
états stationnaires bien avant que se produisent des collisions au 
sens classique du terme. On trouvera dans le tableau I les densités 
pour lesquelles se produit la destruction des états quantiques 
(colonne 5). Ces valeurs correspondent aux densités pour les
quelles le champ normal (équation 4.1) est égal au champ Fn 
(colonne 4). On les comparera aux densités déduites de la for- 
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mule d’Inglis et Teller (équation 12.1) pour lesquelles se produit 
le recouvrement des raies (colonne 6).

C’est cet accord entre le résultat de la théorie des volumes 
exclus et l’emploi de la théorie statistique de Russell Stewart 
qui nous fait conclure à une impossibilité très réelle d’obtenir 
des résultats complètement corrects par la théorie de Holtsmark. 
Il serait en particulier intéressant de voir comment l’emploi de 
la fonction (4.10) modifierait les résultats de Verwej (51), 
particulièrement dans la partie centrale de ses profils de raies.

5. On pourrait chercher à améliorer la théorie de Holtsmark, 
mais les difficultés qui se présentent sont très grandes. Dans le 
but de montrer de quelle nature sont ces difficultés, nous allons 
tout d’abord rappeler de quelle nature est la méthode de Holts
mark.

Etant donnée à l’origine des coordonnées une particule, on 
veut mesurer le champ dans lequel elle est placée. Si l’on appelle 
1, 2, • • • n • • • les différentes particules agissantes, chacune pro
duisant un champ de composantes A^ViZ,, le champ à l’origine 
a pour composantes

(5.1)

X„ = SX,

Y„ = S Y,

Za = SZ,.

Si l’on appelle dx\t • • • dxyi la probabilité d’avoir une particule 
au point de coordonnées îeiî ••• Xyi, la probabilité d’avoir un 
champ compris entre Xo, Xo + dX0, Yo, Yo -j- dY0, Zo, Zo -j- dZ0 
est donnée par
(5.2) IV(Xq } qZq) = 7^— C • • • l (Tj • • • (Tjv dx^ • • • dxrNt

VN J •'

l’intégrale multiple portant sur le volume où les conditions

(5.3)
Äq < X < Ao + dX0

sont satisfaites et VN étant obtenu par intégration sur le volume 
total :
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(5.4)

(5.5)

ß, y, à, e, %:avec les valeurs suivantes de a,

0 suivant que les inégalités sui-ou

Afin d’étendre l’intégrale (5.2) à tout l’espace, Holtsmark intro
duit des facteurs de Dirichlet:

Les intégrales (5.5) valent 1 
vantes sont satisfaites ou non:

a =~dX0
¿i

ß = pl'o

y = [dzQ

H(Y) = A
71 «

>=2X„-X<
1

N 
*=Zy,-yo

1

N
Z ==.S, ^0 •

1

VN = \ • • • \ • • • oN dxtl • • • dx,,N.

(5.6)

(5.7) — a < ô < a —ß<e<ß — y<%<y-

Comme «, ß, y sont des infiniments petits, Holtsmark écrit:

JY /»+00
(5.8) =

V-----00

d’où, pour W:

(5.9)

w(x„yozo)dxodyodzo = ¿dxo</yodzo W7id>)dîe-i<{x-+’y-+îz-)

- <fcu • • • dr„N.
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Nous introduirons ici une hypothèse différente de celle de Holts- 
mark: nous supposerons que les particules 1,2, ••• AT ne sont 
identiques qu’en moyenne, et nous conserverons jusqu’à nouvel 
ordre l’indice i.

Nous avons en tout cas, comme Holtsmark:

(5.10) VN = VN,

ce qui implique l’identité et l’indépendance des probabilités 
o-! • • • tfjy. Nous avons à calculer l’intégrale type:

(5-11) J‘ = VÜ ‘ ‘ ’ je‘(ÍX,+’y'+ÍZ'M* ll' ••<&„•
V

Si l’on suppose que la force Y¡ Z¡ agit suivant le rayon 
vecteur rh on peut écrire, en prenant pour g les composantes 
d’un vecteur s faisant un angle 0 avec le rayon vecteur r¡:

(5.12) Ji = vÜ'”!ie,(S dxri"

V

Nous avons évidemment

(5.13) aidin’ • ’dXyi = r^dri sin OidOid(pi

et l’on a en limitant l’intégration à une sphère de rayon R:

(5.14)
1 ,J< «n ¡An .(+

Ji = --------- {r-drÁdOÁd^e s fi .
- JC Z?3’’° ‘’° ’’°
O

Posons fi = rzgi(r) avec gt = 1 quand r->0.

On a:

(5.15) -> -> eq.
s -f. = —-ÿecosfl;

posons

.(5.16) „9i 9ieqcosfj-^ — qlu2-¡¡ r¡ r¡

et prenons comme nouvelle variable
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(5.17)

on a alors:

(5-18) J‘ = ’ du

1 avec

On a donc:
(5.19) Jt. = j¡j¡ sin OdOd<p~\ eu°l(u) u 1 du.

La deuxième intégrale peut s’intégrer par parties:

(5.20)

_ 5

a 2 du 2 Í«(7í(“) e iag^a) 
e (gi(«) + ccg'i(a))

+ 3 jj « 2 e"'!7i(") (2 ig’. + iug'! — (gi + ug'.)2) du

+ • • • ;

comme a est très petit (7? grand) on peut développer les exponen
tielles et on obtient:

5.21) |a 2+za 2 ^2gt + ^-ag’̂  + 3e'UÍZi(M)(2zg¡ + zug¡' —(g. + ug;.)2)du.

On obtient alors pour J¡:

(5.22)

p00
+ 2 «H zT*  e",!Zi(u) (2 ig'¡ + iug'¡ — (g¡ + Mg;.)2) 

Jo
du

= 1 + i jj « (3 9i + 2 ag'i) +

4-~ J2 «’ díi ja’1 «'"»<<“>(2 ig'( + iug“-(g, + ug'?) du.
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<7i étant une fonction paire par sa définition même, ag\ est aussi 
une fonction paire et la première intégrale disparaît. La deuxième 
intégrale nous fournit une fonction compliquée de q:

(5.23)
9 jr ni 3 f71 « í* 35-11+— 2• 770 e2 \ (cos O)2 sin OdO \ u 3
4 n RA Jo .’o

iu<7(n) 
e

(2 ig\ + iug'l — (g. + ug'^) du.

En raison du fait que nR3n = N, nombre de particules actives 

dans le volume considéré, on a pour le produit

1 X-
la somme y a Ia signification d’une moyenne étendue à toutes 

les fonctions possibles <7¿(r).
Holtsmark suppose toutes ces fonctions g¡ identiques à 1 et 

obtient ainsi le champ dû aux ions:

(5.25) = exp 1 — 4,21 ng3-

et par conséquent la fonction W: 

(5.26) IV = X Qdee-W"^-“.-sin (g/’„)
4 71 ,!0 O 1 o

où Fq est l’intensité du champ de composantes Ar0 Yo Zo.

6. Nous voyons donc par l’expression (5.24) que si une 
moyenne peut se définir, elle ne s’obtient pas sans calculs d’une 
extrême complication, comportant 4 intégrales successives por
tant respectivement sur u, 0, (z), et enfin g. Il semble donc indis
pensable de faire une première simplification en supposant toutes 
les fonctions g¡ identiques. On a alors:

(6.1) WdXodYodZo = dX0dY0dZ0^sinO dO d(pg2dge~iF,,(')COs0exp [X(e)], 
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ce qui donne:
(6.2) W (Xo y0 Z„) = ¿ O de 2s'nef° exp [A- (e)],

71 t'o Q1 o
avec pour K (q) :

k
(6.3)

avec

Æ (e) 8 n n S 2 
T"c e

( (cos 0)2 sin 0 do{ n 2 e "a(^ H (u) du, 
"O *’o

(6.4) H (u) = 2 ig' + iug" — (g + ug')2

<«•«) 9(«) = »(|/~a)-
On voit, par la nature des fonctions écrites que même les fonc
tions g les plus simples conduisent tout de même — en général 
— à des fonctions KÇq) d’une extrême complication. En par
ticulier, nous voyons qu’il serait possible, au moins en principe, 
de résoudre le système de deux équations intégrales successives
(6.2) et (6.3) et d’obtenir la fonction g(r) donnant la loi de 
probabilité de Russell Stewart.

Les équations (5.24) et (6.2) en particulier nous montrent 
de quelle nature sont les difficultés d’une méthode statistique de 
champ self-consistent pour des atomes distribués au hasard.

Il serait possible d’adjoindre aux conditions (5.1) une con
dition exprimant que l’intégration se fait le long d’une surface 
d’énergie constante. Mais alors la séparation (5.11) des différen
tes variables est impossible, ce qui rend le calcul impraticable.

Nous voyons donc de quelle nature sont les difficultés d’amélio
ration de la théorie de Holtsmark. Il paraît ainsi plus sage de 
s’en tenir à une théorie au sens physique évident, analytiquement 
simple et donnant des résultats, pour les faibles densités con
formes à la théorie de Holtsmark et pour les grandes densités 
conformes à la théorie des volumes exclus, autrement dit, la 
théorie de Russell et Stewart.

7. Tables (l’ionisation. Calculons tout d’abord la contribu
tion à la somme 27 des termes pour n grand. On a à calculer: 

/I
(7-1) 
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car, en raison de la valeur élevée de n, le terme e'* E peut être 
pris égal à l’unité.

On a:

(7.2) ß = 2,14-10“ il r 0

et en vertu de (3.7) et (3.8) nous supposerons r sensiblement 
constant. On a alors

(7.3) 72,14; 10° rU 1 
\ F. h'ß

et nous remplacerons la somme (7.1) par une intégrale:

(7.4)

On a:

(7.5)

(7.6)

La somme (7,1) devient alors:

(7.7)
/o 14.10° 1 -î J-2’H F, ) ï V

(7.8)

Pour ß petit, on peut réduire l’intégrale dans (7.8) au premier 
terme du développement asymptotique. On a alors:

(7.9)
2,14-106tU 1 e~^ 2

Fo / 3 2/T1

et, en vertu de (7.3), on obtient:

o.(7.10)
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La table suivante nous montre la contribution on pour n — 13 
en fonction de la densité. On voit que pour des densités même 
relativement faibles, la contribution à la somme 27 des termes 
pour 7i > 13 devient tout à fait négligeable.

Tableau II.

Log 3

ß 2 ffl3

15 0,0857 4217,1
16 0,857 181,59
17 8,57 0,0085

I
8. Méthode de calcul. Pour calculer les intégrales

(8.1)
*’o

on procède de la façon suivante. On a:

(8.2) Wn = En-EF,

étant l’énergie d’ionisation en l’absence de champ de l’état n, 
Ef étant l’énergie d’ionisation en l’absence de champ de l’état 
détruit par le champ F. On a donc à calculer:

2^n2e™"^W(ß) dße~&Ep.

Il

W(ß)dß = d(e-/r?)

3

et l’on construit la courbe e~dEl' en fonction de e—2. On a 
seulement à déterminer l’aire de cette courbe. On trouvera sur 
la figure 3, p. 46, les formes de cette courbe pour différentes 
densités et pour 0 = 0,2. On obtient ainsi pour chaque valeur 

de la densité et de la température 0 = —la valeur de la 
somme. En fait, on calcule

(8.3)

On a:

(8.4)
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(8.5)

qui est l’équivalent de la somme d’états. On en déduit, à l’aide

Fig. 3. Courbes pour l’intégration numérique de la formule (II 8,1).

de (2.7) No en fonction de et de 0, et ensuite N = + No,
donc o = NII en fonction de ATj. et 0, ainsi que l’ionisation:

(8.6) 

en fonction de et 0. A l’aide de la table (Nlt 0) on peut finale
ment construire une table x («, 0) (Des tables complètes sont en 
cours de préparation. Les tableaux III et IV en sont extraits).

Tableau III.
X (degré d’ionisation)

10g

0
15 16 17 18 19 20 21 22 23

0,2 0,999 0,999 0,993 0,953 0,754 0,387 0,226 0,393 1,000
0,1 1,000 1,000 0,999 0,997 0,987 0,946 0,848 0,828 1,000
0,05 1,000 1,000 1,000 0,999 .0,998 0,991 0,974 0,954 1,000
0,02 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,998 0,996 0,990 1,000
0,01 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,999 0,997 1,000
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(i) On remarquera que / décroît quand la densité décroît. Cela est dû à la possibilité 
du peuplement des niveaux excités aux faibles densités.

Tableau IV.
/volts'1’ (potentiel moyen d’ionisation)

\log Nj

O \
15 16 17 18 19 21 21 22 23

0,2 1,326 5,113 8,432 10,996 11,423 10,442 8,017 2,077 0,000
0,1 0,449 0,625 1,481 3,237 6,223 8,137 7,355 1,511 0,000
0,05 0,239 0,267 0,578 1,402 3,336 5,449 6,673 1,209 0,000
0,02 0,192 0,196 0,383 0,892 1,838 3,809 6,143 1,025 0,000
0,01 0,182 0,181 0,343 0,744 1,579 3,343 5,931 0,956 0,000

9. Compressibilité adiabatique. Le calcul de la couche con
vective est important, comme nous l’avons vu à propos de 
la théorie du triage. Il est nécessaire, pour en établir les limites, 
de calculer le coefficient de compressibilité adiabatique. On peut 
remarquer que l’influence de l’ionisation sur le coefficient 
(d log T/d log P) est la même, que l’ionisation ait pour origine 
une élévation de température ou une augmentation de pression.

En effet, si on se trouve dans une région de demi-ionisation 
de température, une compression adiabatique élève la tempé
rature, donc le nombre d’atomes présents et l’élévation de tem
pérature est moindre que celle qui se produit en l’absence d’ioni
sation. L’effet est le même si on se trouve dans une région d’ioni
sation de pression. Il faut donc s’attendre à trouver une vaste 
région de températures et de densités où (d log T/d log P) est 
inférieur à 0,4, valeur maximum pour un gaz monoatomique.

Une transformation adiabatique est définie par

(9.1) dE + PdV=0.
I

La pression P est:

(9.2) PV = N(l+x)kT

et l’énergie est:

(9.3) E = ~N(l+x)kT~^n.x.
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n¡ étant le nombre de particules d’énergie —/f. Si Ep est l’énergie 
de l’état de nombre quantique pb EF l’énergie du niveau détruit 
dans le champ F, on a:

(9.4)
M,g, W) dße^ 

y~’\!llW(ß)dßelx‘ 
*— ' i ♦'0

et l’équation (9.3) devient

y \alW(ß)dßei,x‘(E-EF)
(9.5) E =|JV(l+x)À:T-N(l-æ)=^------- ----------------------------- .

yyvtßydße'*

Nous poserons de façon abrégée:

J (g,(E,.-EF)IV(^)rf^C^

(9.6)
> (g, \V(ß)dßel>x‘

■ ' i «1
et de même:

(9-7)

\ ? (g, (E, - Ef)2 IV (ß) dße!'x' 

x2 = '—
yigiWCßydße^

Afin de pouvoir effectuer les dérivations par rapport à x, V et T 
dans /, nous explicitons la fonction W(ß) en mettant en évidence 
comme variable le champ électrique F. On écrit alors:

Nous posons:

(9.9) E = %N(l-x).

En posant également:
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(9.10) Z = ¿

(9.11) T

(9.12)

on obtient:

(9.13)

On a:

(9.14)

3^-^ /<E‘-

i a® _ dx 1 SS
S Sx

1 SE
© Sx 1 — X E dx'

SS _ _T
Sx X

SS
ÔV~

T
V

(9.15) = _(9 
d x x

d_E =@
dV~ V

VdE = 0
ES V ~ E'

On obtient donc

(9.16)

On a de même:

(9.17) dj = Œ / ST 6>\ 
sv~ y\s e)

1 d © _ 1 — x % ÍT 0\ 
PdV ~ 1 + xkT\S~ Ej'

On a enfin:

(9.18)

OU

(9.19)

Différentions (9.5), (9.2) et l’équation d’équilibre (2.7). On 
obtient ainsi le système d’équations différentielles:

(9.20) dE = ^(l+x):p<T°^+^-|7íTdx--|^d.r-|^dV-J|,dr

(9.21)
dP  dx dT dV 
P ~ 1 + x + T V

I). Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7. 4
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(9.22) dV 2 dx dx
V X 1 — X

3dT
2 T

auquel il faut adjoindre (9.1) qui permet d’éliminer dE. On 
obtient alors le système:

(9.23)
/3PV d&\,3 PV ô&\
\2 T dT] + \2 1 + X dx) dx

(9.24)
dP  dx dT dV 
~P ~ 1 + V

(9.25) 1¿dv)
dV+ dxi_ + —— +

1 — X
1
E d x)

dT(3_Td_S\
T\2 Sot)'

On tire dV de l’équation (9.24) et on obtient:

(9.27)

(9.26)

On élimine maintenant dx entre ces deux équations. Groupons 
auparavant les termes identiques

(9.28)

W \ dP = ,T(5 PV 8£ Vd&\ 
~dV I P \2 T dT Tdv) 

(5 PV <9 g V d&\ 
\2 1 + X dx 1 + xdv)

\ V^£dv)V P '' T\2 ZdV 28 TJ

( 2 1 027 V 1
\æ(l—x2) Edx 1 + xSdv)'

(9.29)
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G. Coefficient d’absorption.

10. Méthode de calcul. Représentons l’énergie de l’électron 
en nous servant de la variable parabolique p. Pour un certain 
état initial en l’absence de champ, l’énergie potentielle a la
forme représentée sur la figure 
sation, il faut effectivement une

Fig. 4. Energie de l’électron en l’ab
sence de champ électrique en fonction 

de la variable parabolique tj.

4, p. 53. Pour produire l’ioni- 
énergic supérieure à £.

Fig. 5. Energie de l’électron en pré
sence d’un champ électrique en fonc

tion de la variable parabolique rj.

Dans le cas où il y a un champ (fig. 5, p. 53) l’électron a 
à franchir la barrière de potentiel hachurée et, en toute rigueur, 
le potentiel d’ionisation est égal à la hauteur de la barrière 
de potentiel, hauteur inférieure à e. Nous supposerons que le 
champ est assez faible pour que les fonctions d’onde diffèrent 
de quantités négligeables des fonctions d’onde en l’absence de 
champ, et par conséquent la force de l’oscillateur est la 
même qu’en l’absence de champ. Mais en raison de l’abaisse
ment de la barrière de potentiel, nous supposerons que l’ioni
sation se produit pour une énergie plus faible et par conséquent 
que l’atome a un spectre continu s’étendant plus loin dans le 
rouge qu’en l’absence de champ. Cette simplification est légitime 
puisque nous utilisons la première approximation pour décrire 
l’atome perturbé par le champ, et bien entendu elle ne peut 
s’appliquer qu’à l’hydrogène qui seul présente l’effet Stark 
linéaire.

11. Calcul du coefficient d’absorption. Le coefficient d’absorp
tion dans le spectre continu d’un atome dans l’état p est:
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(11-1)
1 64 %4 me10 1 
p2 3 j/3 chG p3 V3

Nous supposons ici le facteur de Gaunt égal à l’unité. Nous nous 
reportons au nombre d’atomes dans l’état fondamental:

Nous nous rappelons que:

(11.2)
dnp _ p*W(F)  e'^pdF
Rl Cw(F)e&WtdF 

Jo

(11.3) Wp = Ep-EF

(11.4) W\ = E1 —

Nous posons:

(11.5) 7p =

Nous posons comme Unsold (50) •& Ep — up. On a alors la con
tribution des atomes dans l’état p en sommant pour tous les niveaux 
qui sont susceptibles d’absorber la fréquence vlf soit de Fr, à 
Fp, Fr pouvant être nul si hv > Ep. On a donc:

(11-6)
1 64 jr4 me10 1 e u' 1 x —uF
H3J/3 c7i3 k3T3 u3)Fyp3

On trouve de même pour la contribution des électrons libres:

(11.7)
1 64 7? me10 1 e~Ul 1 1 

~~ H3|/3 ch3 k3T3 yi u32u/

d’où pour le coefficient d’absorption:

(11.8)
V7LïÇvV(F)e u‘ (If]

H 3 j/3 ch3 k3 T3 u312 ut p3 )Fy |

Le coefficient d’absorption par gramme de matière s’obtient en mul
tipliant (11.8) par la concentration en atomes neutres par gramme 
d’hydrogène. En vertu de l’équation (2.7) que nous écrivons
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n(2nmkry e~&E>
(“•9> nq = 2~ Jl> Z2p2rpe-^ 

et de

(11.10) Ne = N., 

on obtient en fonction de No et T. Nous avons donc à multi
plier le coefficient obtenu (11,8) par:

(11.11)

Pour calculer la moyenne de Rosseland

(11.12)

P®
1 15 11 u4 e~11 du
* 4^3 Vr (1 — e-u)3 ’

on a à faire intervenir l’intégrale:

En utilisant la notation (11.5), on peut écrire:

(1114)

V1 • r,-))

et l’on a: P

(11.15) .
hv<E„ rtWp-hr)

' 7,. = \W(F)e-
•’0

’^dF

hv>Ep yr=0;

pour les très faibles densités, le coefficient d’absorption se ré
duit à sa valeur usuelle, et pour les grandes densités au coef
ficient d’absorption des électrons libres en présence des protons.
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La diffusion de J. J.Thomson pour de l’hydrogène pur 
donne un coefficient d’absorption

(11.16) xc = 0,38

qui est petit devant le coefficient d’absorption de l’hydrogène en 
raison des grandes densités considérées, mais ceci n’est vrai 
que pour les naines blanches.

12. Influence de l’élargissement des raies. Sous l’influence 
de l’effet Stark linéaire, les raies s’élargissent au point de 
se recouvrir complètement. Le coefficient d’absorption se rac
corde alors de façon continue au fond continu d’au-delà de 
la discontinuité de Balmer. Nous verrons dans le chapitre III 
comment calculer alors le coefficient moyen d’absorption. Nous 
allons seulement comparer ici les deux effets : ionisation de pres
sion et recouvrement des raies.

a) Recouvrement des raies. Le coefficient de 1/r3 dans le 
coefficient d’absorption est pris constant jusqu’à une fréquence 
définie par le nombre quantique in de la dernière raie visible 
(Inglis et Teller (19)):

(12.1) in
[3,101]

b) Ionisation de pression. Le coefficient de 1/v3 est pris constant 
jusqu’à une fréquence définie par le nombre quantique n de la 
première raie ionisée par effet Stark moléculaire:

(12.2) n
[3,808]ji

qui est pratiquement toujours plus grand que in, l’égalité ne se 
produisant que pour log = 19,2 n = 3,5, mais alors la for
mule simplifiée (12.1) d’ Inglis et Teller, obtenue pour des 
nombres quantiques élevés, n’est certainement plus valable (voir 
tableau I, p. 34).
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HI. Un modèle d’atmosphère pour les 
naines blanches.

A. Introduction.

1. Nous avons étudié dans la première partie le triage des 
éléments dans un champ de gravitation. Dans le champ de 
pesanteur extrêmement intense des naines blanches la séparation 
de l’hydrogène est quasi-totale. Il semble donc possible de con
stituer un modèle de naine blanche d’une couche d’hydrogène 
pur entourant un noyau d’éléments lourds (34). Un tel modèle 
semble bien expliquer le débit d’énergie des naines blanches et 
paraît s’accorder avec les traits principaux qui se manifestent 
dans leur spectre (41), si bien que la théorie de la structure 
interne doit rester à la base d’une théorie du spectre.

2. Rappelons ce résultat essentiel de l’observation des naines 
blanches que toutes sauf deux — Van Maanen 2 et Sirius B — 
n’ont pas de raies métalliques dans leur spectre. Le 
spectre très difficile à prendre de Sirius B ne m’est pas connu, 
mais Kuiper a publié (22) des enregistrements du spectre de 
Van Maanen 2. On ne peut manquer d’être frappé par la largeur 
considérable des raies H et K de Ca II, due sans doute à l’élar
gissement par chocs, et en même temps par l’absence des raies 
de l’hydrogène. Cette absence de raies métalliques dans le spectre 
des naines blanches est manifestement une conséquence du 
triage des éléments et à nos yeux constitue une preuve suffisante 
de ce phénomène.

3. Pour une même profondeur optique, la densité d’une 
atmosphère est, très approximativement proportionnelle à l’in
tensité du champ de pesanteur, si bien que l’on atteint, très 
près de la surface, des densités déjà élevées. A ces densités tous 
les effets de pression deviennent considérables. Nous avons 
mentionné plus haut la grande largeur des raies métalliques 
dans la seule naine blanche où on les observe. L’élargissement 
des raies de l’hydrogène est bien connu et semble relié à l’effet 
Stark moléculaire.
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4. Ve RWE j (51) a fait la théorie de l’élargissement des raies de 
l’hydrogène par effet Stark moléculaire, en s’appuyant sur la 
théorie de Holtsmark (18) et il semble bien, comme l’a montré 
Kuiper (22), qu’elle n’est valable que pour les ailes des raies. 
Notons que Verwej n’a pas tenu compte de l’élargissement par 
choc des raies du réseau Stark. Il n’est pas impossible que 
l’introduction de l’élargissement par chocs modifie assez forte
ment au voisinage du centre les profils calculés par Verwej.

5. Mentionnons les idées de Blackett (5) sur le champ 
magnétique des corps en rotation et leurs conséquences pour 
la théorie du spectre des naines blanches. Il semble bien (41) 
qu’il n’est pas nécessaire d’introduire de champ magnétique 
intense pour expliquer le spectre des naines blanches. Nous 
considérons ce résultat comme n’étant pas dirigé contre la 
théorie de Blackett mais comme une preuve supplémentaire 
(39) d’une origine distincte pour les naines blanches et pour les 
étoiles de la série principale.

6. Il ressort des critiques de Chandrasekhar (8) et de Kour- 
ganoff (20) que non seulement la moyenne de Rosseland n’est 
pas adaptée au traitement des problèmes d’atmosphère, mais 
qu’il n’existe aucune moyenne permettant de traiter rigoureuse
ment les problèmes d’atmosphères. C’est seulement en raison de 
la complication des méthodes à employer pour le calcul d’une 
atmosphère que nous nous sommes trouvés réduits à employer 
la moyenne de Rosseland. L’expérience des autres étoiles mon
trant qu’elle donnait à bien des égards des résultats satisfaisants, 
il a semblé que pour le premier calcul d’atmosphère de naine 
blanche on ne pouvait exiger plus.

B. Le modèle d’atmosphère.

7. Stabilité de l’ion négatif hydrogène. Deux méthodes diffé
rentes donnent des résultats cohérents pour la stabilité de l’ion 
négatif hydrogène à l’égard des collisions. Il est ainsi possible 
de déterminer le «volume» de l’ion négatif à introduire dans la 
théorie des volumes exclus ou de tout autre analogue. On peut 
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déterminer les conditions d’utilisation des formules usuelles et 
des tables déjà connues et leurs limites d’application aux atmo
sphères de naines blanches.

Nous devons en effet nous attendre à une très grande fragilité 
de H en raison à la fois de son gros volume et de son bas poten
tiel d’ionisation. Nous pouvons décrire la destruction de H au 
cours d’une collision soit comme une ionisation par choc, soit 
comme un elTet Stark moléculaire. Si reffet Stark, dans le cas 
des systèmes à plusieurs électrons ne produit pas d’effet du 
premier ordre, il est néammoins capable d’amener la destruction 
des effets stationnaires par abaissement de la barrière de potentiel. 
Il s’agit là de deux phénomènes indépendants, l’un faisant inter
venir la symétrie des fonctions d’onde, l’autre la transparence 
d’une barrière de potentiel. On peut alors faire soit un calcul de 
section de choc par la méthode de J. J. Thomson ou tout autre 
plus éprouvée, soit un calcul d’effet Stark. Les deux résultats 
concordent. En effet, la première méthode nous montre que 
H a la même fragilité dans une collision que l’état n â? 5 de 
l’hydrogène neutre. L’autre également très approchée est basée 
sur l’idée que l’ionisation se produit lorsque la variation de 
potentiel électrique à travers le domaine de l’atome est du même 
ordre de grandeur que le potentiel d’ionisation. Dans ce cas, 
la difficulté est de choisir le rayon de l’atome, ce qui est parti
culièrement délicat, puisque dans H la densité électronique 
(yy*)  varie très lentement. Un calcul précis est difficile à mener 
en raison de la difficulté de transposer la méthode de champ 
self-consistent de Hartree en coordonnées paraboliques. Une éva
luation grossière légitime l’assimilation de la fragilité de l’ion 
négatif hydrogène à celle de l’état n Sà 5 de l’hydrogène neutre.

8. Un tel calcul approché n’a de sens que parce qu’il permet 
d’évaluer grossièrement le maximum de concentration de l’ion 
négatif et de déterminer les conditions dans lesquelles l’absorp
tion due à l’ion négatif est négligeable comparée à celle de l’hydro
gène. Le principe du calcul est le suivant: nous modifions légère
ment l’équation de Saha pour l’ion négatif afin de tenir compte 
de l’ionisation de pression de l’ion négatif. Nous avons les deux 
équations d’equilibre pour H et H '.
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(2nmkTy
M. 7i3

(8.2)

avec la valeur de a obtenue au § 7 :

(8.3) logio a = 19,65.

Nous devons ajouter à ces deux équations la relation:

(8-4) = Ne + N~

qui exprime que les électrons ne proviennent que de l’hydrogène. 
Si l’on prend comme paramètre, on trouve que, pour une 
température donnée, le nombre d’ions négatifs N~ passe par un 
maximum pour

(8-5) aN1 = 3 + £,

g étant une quantité très petite dont la première approximation est:

x 2 i n —da ç + 6 e
où g représente
(8.7) g = 2(2»m¿n8

5040
En posant 0 = ? on obtient la valeur approximative suivante 
pour N“ax:

(«•S) =

On peut alors aisément calculer le rapport de l’absorption 
duc à l’ion négatif à celle due à l’hydrogène lorsque N~ est 
maximum. On trouve les résultats contenus dans le tableau I.

Ce rapport est très grand, mais il correspond à des valeurs 
si élevées de la pression qu’elles ne se rencontrent pas dans 
l’atmosphère des naines blanches connues. Nous voyons qu’il
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Tableau I.

0 l°g (XH~/XH)max

0.3 3.90
0.4 3.65
0.5 3.59
0.6 4.13
0.7 4.53

faut reprendre les tables de Strömgren (48) pour le coefficient 
d’absorption, mais en supposant l’absorption due à l’hydro
gène pur et en tenant compte à la fois de l’ion négatif et de 
l’hydrogène neutre.

9. Absorption par l’hydrogène moléculaire. Lorsque la densité 
croît et devient un peu élevée, la probabilité qu’une absorption 
ait lieu par collision triple d’un photon et de deux atomes de
vient appréciable.

Critchfield (13) donne une évaluation grossière de la section 
de choc:

(9.1) a = 10~17 (4 • 10 24 n)2,

le coefficient d’absorption par gramme étant

(9.2) n oy. = —, 
Q

n étant le nombre d’atomes neutres par gramme. Dans les con
ditions où n devient notable, n est pratiquement égal au nombre 
d’atomes d’hydrogène présent et on a:

(9.3) Xcoll. triples 16*10 —65

On en déduit la relation suivante qui donne pc (0) le long de la 
courbe

(9.4) Xcoll. triples »

= X» [7.85].(9.5)

d’où le tableau II.
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Tableau II.

0 log Pe

0.4 8.7
0.5 7.2
0.6 4.68
0.7 4.25

On trouvera sur la figure 6, p. 63, différentes courbes, mon
trant dans le diagramme G, log pe les régions de différents coef
ficients d’absorption. Une courbe limite indique pour quelle 
valeur de pe la pression totale 

(9-6)

devient infinie (car NH+ = NH— lorsque tous les électrons 
ont été absorbés par l’ion négatif). Bien entendu, il n’est pas 
question de dresser des tables si loin, l’ionisation de pression 
(§ 8) intervenant bien avant.

10. Formation des molécules(1). L’énergie de formation de la 
molécule H2 est 4.46 électron-volts. Elle peut donc certaine
ment se former assez facilement quand la presson augmente. 
En appliquant la relation de Saha

(10 1) |H]2_ 2(2^ HÂ-2’)’ -10.260
|H2] 2? A3

et en tenant compte de la relation
[u+l -

(10.2) log^ = “0,48-13,56-0+-log T—log

[H2]
on obtient aisément log en fonction de la pression électro

nique et de la température:
(1) M. R. Wildt a bien voulu faire remarquer à l’auteur que ces résultats 

doivent être sensiblement modifiés, en raison de la valeur élevée de la somme 
d’états de la molécule d’hydrogène. Le nombre de molécules d’hydrogène n’est 
sans doute pas négligeable, mais leur effet ne peut pas encore être calculé en 
raison de notre ignorance des coefficients d’absorption. (Note ajoutée à la cor
rection des épreures).
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Fig. 6. Domaine d’application des différentes approximations relatives au coef
ficient d’absorption. On remarquera que dans le domaine des températures étudiées 

les collisions triples ne contribuent pas de façon sensible à l’absorption.

(10.3) log® = — 22,31 +18,0 0 + 5 log0 + 2 logp ;

ce logarithme est égal à zéro (nombre égal) pour des valeurs 
de 0 et de pe données dans le tableau III.

Tableau III.

0 logPc

0.3 9.77
0.4 8.55
0.5 7.41
0.6 6.31
1 2.15
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On voit d’après l’ensemble des courbes de la figure 6, p. 63, 
que, tant que 0 < 0,7 et log pe > 4, les collisions triples sont pra- 
faitement négligeables comparées à l’absorption de l’ion négatif. 
Nous n’aurons donc à tenir compte que de l’hydrogène atomique 
neutre et de l’ion négatif.

11. Détermination du coefficient d’absorption. Pour le calcul 
du coefficient moyen d’absorption (moyenne de Rosseland) 
nous avons à tenir compte des efTets de pression. Nous 
avons calculé (II) le coefficient d’absorption pour le fond con
tinu en tenant compte de l’élargissement des raies par effet Stark 
moléculaire en utilisant la théorie élémentaire de Inglis et Tel
ler (19). Inglis et Teller cherchent quelle est la première raie 
invisible de la série de Balmer en raison du recouvrement des 
raies. Ils supposent que la disparition se produit lorsque cette 
raie a une largeur égale à l’intervalle compris entre deux raies 
consécutives. Ils calculent l’élargissement des raies en le sup
posant produit par un champ égal au champ normal de Holts- 
mark (18). Ils obtiennent ainsi pour le rang ni de la dernière 
raie visible:

(11.1)
75 0,027

= 3 xr >«0^1

où a0 est le rayon de Bohr de l’hydrogène et 2VX le nombre 
d’ions par cm3. En pratique, nous prendrons pour seulement 
le nombre de protons par cm3, l’élargissement dû aux électrons 
étant négligeable. Numériquement, la formule (111) donne: 

(11-2) 

et le tableau p. 34 donne les valeurs de Arx correspondant aux 
10 premières valeurs de ni.

Les valeurs de ATX sont de l’ordre de ce que l’on observe 
dans l’atmosphère des naines blanches.

Dans le domaine où les raies de Balmer se recouvrent, tout 
se passe comme si l’on avait un coefficient d’absorption continu 
inversement proportionnel au cube de la fréquence et prolongeant 
de façon continue le coefficient d’au-delà la limite de Balmer.
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En effet, si l’on suppose l’absorption uniforme dans l’intervalle 
entre deux raies, cet intervalle étant inversement proportionnel 
à n3 et la force de l’oscillateur inversement proportionnelle à n3 
également, n disparait dans le coefficient d’absorption. Le calcul 
montre qu’il est alors le même de part et d’autre de la limite 
de Balmer.

12. A une densité et une température données, on substitue 
aux limites up pour le calcul du coefficient d’absorption par la 
formule

1 e~Ui 1 Í 1 F eup)
(12.1) = - —=—------ - -----bH3|/3 ch3 k3T3 yl u312 ux p3 I

. . hv , . ,. . .des limites up — um où um = 7ivm étant 1 énergie d ionisation 

du niveau correspondant à la dernière raie visible de la série 
de Balmer. Cela revient en quelque sorte à supposer une nou
velle valeur à l’énergie d’ionisation sans que cela change en quoi 
que ce soit la formule du coefficient d’absorption. Le calcul du 
coefficient moyen d’absorption fait intervenir l’intégrale S(u) de 
B. Strömgren (47) et dans la somme

(12.2) 
«i+i

les quantités D(u¡, zzf+1) gardent les mêmes valeurs, mais les 
limites U[ sont modifiées de quantités um. Calculons la modi
fication qui est apportée à la somme (12.2) en supposant les um
petits devant zz¡.

S (zz + 7z) = S (zz) + 7zS'(zz)

et par conséquent

(12.3)

avec h

X~'_ \ : h (tf — S' (ul+1))
P(u(, u,+1)

et

O.Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat..fys. Medd.XXV,7.
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Tableau IV (log x)

Log P.......... 4,6 4,8 5,0 5,2 5,4 5,6 5,8 6,0 1 6,2 6,4

0,30................ 1,79 1,98 2,18 2,37 2,54 2,71 2,88 3,03 3,14 3,29
0,32................ 1,96 2,15 2,33 2,51 2,67 2,82 2,96 3,08 3,19 3,28
0,34................ 2,12 2,29 2,46 2,61 2,74 2,87 2,98 3,08 3,17 3,24
0,36................ 2,23 2,37 2,52 2,66 2,77 2,86 2,94 3,00 3,07 3,14
0,38................ 2,30 2,42 2,52 2,64 2,73 2,79 2,86 2,92 2,98 3,04

0,40................ 2,31 2,41 2,50 2,58 2,65 2,70 2,74 2,80 2,86 2,91
0,42................ 2,35 2,40 2,46 2,52 2,57 2,61 2,66 2,71 2,76
0,44................ 2,29 2,35 2,40 2,44 2,48 2,53 2,58 2,63
0,46................ 2,21 2,26 2,31 2,35 2,40 2,45 2,51
0,48................ 2,09 2,14 2,19 2,25 2,31 2,37

0,50................ 2,04 2,10 2,16 2,22
!

0,52................ 1
0,54................ l
0,56................
0,58................

0,60................ •• •• • • ••
1
1

(12.4) S'(u)
15 u7 e211

4 ti4 (eu — l)3

I

La quantité um est égale à ujm2. m étant dans 40 Eridani B 
de l’ordre de 8 à 10, utn est de l’ordre de ux/50 à ux/100. ux étant 
de Fordre de 10, um est de Fordre de 0,2 à 0,1. S'(u) atteint son 
maximum au voisinage de u = 7 et ce maximum vaut 29,6. 

Calculons effectivement la variation A \ ) pour 0 = 0,4. On 
trouve

(12.5) d (27) = 0,12-24 = 2,9, 

alors que 2? = 73,5. L’erreur relative = 0,04 est très petite 

et nous voyons que malgré le déplacement des limites d’absorp
tion il est cependant encore légitime (38) de se servir des tables 
déjà existantes de la moyenne de Bosseland pour l’hydro
gène pur.
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Tableau IV (suite).

6,4 6,6 6,8 7,0 7,2 7,4 7,6 7,8 8,0 8,2 .............. Log P

3,29 3,40 3,50 3,58 3,67 3,75 3,83 3,90 3,98 .................. 0,30
3,28 3,37 3,45 3,52 3,60 3,67 3,73 3,80 3,86 3,94 .................. 0,32
3,24 3,31 3,38 3,45 3,52 3,58 3,64 3,70 3,76 3,82 .................. 0,34
3,14 3,22 3,28 3,35 3,42 3,49 3,55 3,62 3,68 3,74 ..................0,36
3,04 3,10 3,15 3,21 3,28 3,35 3,42 3,49 3,57 3,63 .................. 0,38

2,91 2,96 3,01 3,07 3,13 3,20 3,27 3,35 3,43 3,50 .................. 0,40
2,76 2,82 2,89 2,95 3,01 3,07 3,13 3,20 3,28 3,36 .................. 0,42
2,63 2,69 2,75 2,82 2,88 2,95 3,02 3,10 3,18 3,26 .................. 0,44
2,51 2,57 2,63 2,69 2,77 2,84 2,92 2,99 3,07 3,15 .................. 0,46
2,37 2,44 2,50 2,59 2,65 2,73 2,80 2,88 2,96 3,04 .................. 0,48

2,22 2,29 2,36 2,44 2,52 2,60 2,69 2,77 2,85 2,94 .................. 0,50
.................. 0,52
.................. 0,54
.................. 0,56
.................. 0,58

.................. 0,60

Í3. Le calcul du modèle d’atmosphère ne diffère pas dans 
ces conditions du calcul de Bengt Strömgren (48) si ce n’est 
dans l’emploi du coefficient d’absorption pour l’hydrogène pur.

On emploie simultanément les formules suivantes: 
équation d’équilibre hydrostatique:

(13.1)

équation de transfert

(13.2) </r = — xq dh ;

équation standard reliant la profondeur optique et la température 
(approximation de Milne Eddington pour le corps gris)

(13.3) T4 = 7’«(Î + 4T)

OU

5
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(13.4) T4=Tjíl+|r

En éliminant dh on a ainsi à résoudre:

(13.5) - —xp.d log p g log e

L’intégration est faite en utilisant la méthode indiquée par 
Strömgren (48). Toutefois nous n’avons pas cru utile de faire 
un calcul aussi précis.

Nous avons calculé log x en fonction de 0 et de log p (Ta
bleau IV contenant partiellement les tables de Strömgren) pour 
l’hydrogène pur.

Nous n’avons calculé jusqu’à présent que deux modèles 
d’atmosphères, correspondant respectivement aux conditions ap
proximatives de 40 Eri B et de Van Maanen 2 (tableau VI). 
Nous avons pris:

pour 40 Eridiani B 0o = 0,45 log g = 7,69 
pour Van Maanen 2 0o = 0,50 logr; = 10,00.

Pour 40 Eridani B les valeurs de x utilisées étaient déduites 
d’une table préliminaire et différaient légèrement de celles données 
dans le tableau IV.

14. Couche convective. Nous calculons à l’aide de la formule
d’UNSÔLD (50) pour l’hydrogène pur:

(14.1)
d log T 
d log p

2 +x(l — x) +

5 +æ(l — x) +

la valeur de la compressibilité adiabatique. On trouve dans le 
tableau VI les valeurs de (d log T/d log P)ad et (<Z l°(J P/îZ log P)rad- 
La comparaison entre ces deux séries de valeurs permet de trouver 
la profondeur optique de la limite supérieure de la zone convective.
On trouve

(14.2) Pour 40 Eridani B, r = 0,14
(14.3) Pour Van Maanen 2, r = 0,43.

Nous n’avons pas encore cherché à déterminer de limite inférieure 
de la zone convective.
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Tableau V

ne pre-

Clô.1)

spectrale de l’énergie

1 F„
2 7C

15. Le
sente pas 
l’énergie à la surface est donnée par:

C. Répartition

fond continu. Le calcul du fond continu
de difficultés spéciales. La répartition spectrale de

•’o

T 0 log p log z
/dlog T\
\d log P)aA

/dlogT\
\dlog tJ/rad log Ni

F
Modèle pour une

r"
étoile du ty

1
pe de 40 Eridani B

0 0,45 3,4 1,57 0,092 0 15,10
0,0009 0,4498 3,6 1,69 0,089 0 15,26
0,0027 0,4495 3,8 1,80 0,085 0 15,41
0,0064 0,4489 4 1,89 0,083 0,005 15,55
0,0110 0,4482 4,2 1,96 0,083 0,014 15,66
0,0248 0,4458 4,4 2,04 0,085 0,025 15,79
0,0517 0,4412 4,6 2,11 0,087 0,040 15,93
0,1019 0,4344 4,8 2,19 0,090 0,065 16,09
0,2063 0,421 5,0 2,31 0,094 0,140 16,29
0,473 0,395 5,2 2,51 0,100 0,235 16,51
1,061 0,355 5,4 2,70 0,106 16,80
2,083 0,316 5,6 2,78 16,98
3,559 0,284 5,8

•• ••
Modèle pour une étoile du type de Van Maanen 2
0,50 5 1,85 0,11 0 15,71

0,007 0,50 5,2 1,89 0,13 0 15,82
0,0013 0,50 5,4 1,94 0,14 0 15,92
0,0023 0,50 5,6 1,99 0,15 0 16,02
0,0041 0,50 5,8 2,04 0,17 0 16,12
0,0072 0,50 6 2,10 0,19 0,011 16,23
0,013 0,4975 6,2 2,18 0,21 0,013 16,34
0,024 0,4955 6,4 2,25 0,22 0,018 16,45
0,044 0,4915 6,6 2,35 0,24 0,029 16,59
0,085 0,485 6,8 2,47 0,24 0,055 16,74
0,170 0,473 7 2,61- 0,25 0,113 16,92
0,356 0,450 7,2 2,83 0,25 0,215 17,18
0,843 0,408 7,4 3,15 0,20 0,395 17,48
2,46 0,340 7,6 3,64 0,17 18,13
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et l’on emploie une formule d’approximation (quadrature numé
rique à trois termes)

(15.2)

F
— = 0,76689 Br (T,, = 0,287) 
%

+ 0,22652 By (Ty = 1,81436)

+ 0,006591 By (Ty = 5,385).

La profondeur optique est donnée par

(15.3) dTy = —x'yQdx

à quoi l’on joint

(15.4)

d’où

(15.5) t„

Ici, n'y est le coefficient d’absorption réduit pour tenir compte 
de l’émission induite. En fait, hv est dans le cas qui nous occupe 
très peu différent de et nous ne tiendrons pas compte de la 
différence.

Lorsque l’on atteint, pour une longueur d’onde donnée une 
région où les raies se recouvrent en raison de l’augmentation de 
pression, le coefficient d’absorption devient plus grand. Bv pos
sède en ce point une discontinuité de sa dérivée, ce qui ne gêne

Tableau VI.
Répartition de l’energie dans le spectre continu d’une étoile du type 

de 40 Eridani B.

À
F

iog—ÎL
•**  3000

À
F

i°g-=A
P 3000

3000 0,0 3897 0,170
3200 0,022 3947 ‘ 0,199
3400 0,034 3997 0,207
3600 0,047 4200 0,195
3647 0,049 4400 0,185
3747 0,052 4600 0,167
3797 0,064 4800 0,150
3847 0,117 5000 0,138
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pas pour l’emploi de la formule d’intégration numérique à 3 
termes de Gauss. Afin de tenir compte de la dispersion du prisme, 
les valeurs trouvées en utilisant les tables de B (y, 0) sont mul
tipliées par un terme proportionnel à Â2. On obtient ainsi le 
tableau VI donnant le logarithme du flux, exprimé en unités 
arbitraires en fonction de la longueur d’onde.

16. La superposititon des raies. La distance entre deux raies 
Stark dans la série de Balmer, séparées par un champ électrique 
d’intensité Fc&s, est:

(16.1) A = 0,00256 Fcgs

et la distance séparant les deux raies extrêmes est, mesurée en 
cette unité:

(16.2) AÅ = [n(n — 1)4-2] dA0,

Par ailleurs, la théorie de Rudkjøbing (31) permet de calculer 
rélargissement des raies dû aux collisions. La constante d’amor
tissement exprimée en unités de 2 nv est:

(16.3) V =
]/2 7i2 Ne

]/kf
(2 Z 4- 1) sin2 (vx

K -E/kT
v2z/, E e

Afin de comparer cette expression avec la valeur Zl2 que nous 
venons de trouver, nous pouvons remplacer l’intégrale par 
l’unité. On a alors numériquement:

(16.4)
V

y 10 4,46 -Â
j/t

On trouve alors que l’élargissement des raies par collision est 
plus important que l’effet Stark moléculaire, tant que

(16.6) A\ < [15,360] TL

Tant que cette inégalité est satisfaite (ce qui est d’ailleurs le cas 
de 40 Eridani B) 1’hypotese simplificatrice de Panne ko ek 
que l’énergie de la raie est uniformément répartie sur 
toute sa largeur est une approximation satisfaisante. 
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Nous voyons, au seul énoncé de l’importance considérable de 
cet effet, que le calcul de Verwej (51) du profil des raies devrait 
être repris en tenant compte de l’amortissement par chocs. On 
devrait s’attendre à voir le profil des raies s’adoucir considérable
ment et sans doute verrait- on disparaître le ou les pics centraux 
que Verwej a obtenu pour les forts champs de pesanteur.

17. Méthode de calcul. Le calcul a été effectué d’après les 
calculs de Pannekoek (28). Pannekoek a étudié l’intensité des 
raies d’émission. Il ressort de son travail que le phénomène 
prépondérant est le phénomène de recouvrement des raies, le 
phénomène de dissolution étant beaucoup moins important.

a) Le coefficient d’absorption en un point situé à une distance 
AÅ du centre de la raie est donné par:

(17.1)

où S, qui donne l’étendue en ångstrøms du réseau de raies Stark 
est donné par

i2S = 0,00256 [n(n-l) +2](17-2)
avec

Z1ÂO — ST'o»(17.3)

Fo étant le champ moléculaire moyen.
Si zM est la distance fixe au centre de la raie où l’on mesure 

l’intensité et dÂ0 l’élargissement moyen, on a:

(17.4)

W(ß)dß est ici la fonction de distribution de Holtsmark (18) 
telle qu’il en a été fait mention au chapitre II;

f est la force de l’oscillateur telle qu’elle est donnée par 
Betiie (12) et reproduite par Unsold (50).

b) On calcule en un point situé à mi-distance de deux raies 
voisines la contribution de 2 raies (ou 4) élargies (1 ou 2 de 
chaque côté). On calcule ainsi le coefficient d’absorption par 
gramme d’hydrogène dans l’état quantique n = 2 en fonction du 
nombre de protons par cm3.
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Pour chaque modèle d’atmosphère envisagé, on calcule le 
coefficient d’absorption kv par gramme de matière et l’on ajoute 

au coefficient k„ déjà trouvé pour le fond continu. Lorsque 
l’on atteint la région où l’effet de pression lait disparaître les 
raies dans le continu, on ne tient plus compte que du coefficient 
d’absorption ky du continu.

Le tableau VIII donne le coefficient d’absorption entre deux 
raies consécutives en fonction de log par gramme d’hydro
gène dans l’état n = 2.

On a calculé de cette manière l’intensité pour les longueurs 
d’onde 3862 3930 4036 pour 40 Eridani B et 3930 4036 4221 
4601 pour Van Maanen 2 correspondant respectivement aux 
points situés à mi-distance des raies £r¡, e£, ôe, et e£, ôe, yô, ßy.

r \2f
Le tableau IX donne les valeurs des, /et q = [2,549] P 2_ 4) $

en fonction de n. Le tableau X donne les valeurs de l’intensité 
relative rapportée à À = 3000 Å.

Tableau VIII.
log l,, par gramme d’hydrogène dans l’état n = 2.

4801 4221 4036 3930 3862
log log = 8 + log = 8 + log Z„ = 8 + log /„ = 8 + log ly = 8 4-

15,0 5,613 4,19 4,69 3,22 3,86
15,2 5,82 4,41 4,97 3,44 2,05
15,4 4,03 4,64 3,17 3,64 2,29
15,6 4,23 4,84 3,36 3,87 2,53
15,8 4,43 3,02 3,56 2,06 2,78

16,0 4,64 3,22 3,79 2,33 2,99
16,2 4,89 3,42 2,00 2,56 1,17
16,4 3,08 3,66 2,26 2,84 1,21
16,6 3,26 3,94 2,52 2,97 1,23
16,8 3,46 2,18 2,73 1,03 1,17

17,0 3,67 2,31 2,91 ï,04 1,11
17,2 3,90 2,57 1,02 1,00
17,4 2,10 2,80 1,05 2,93
17,6 2,34 2,97 1,02
1,78 2,60 ï,08 2,97

18,0 2,83 î,08
18,2 1,03 ï,04
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Tableau IX.

n s log s log/ log q

4 0,06369 2,804 1,076 1,875
5 0,07980 2,902 2,647 1,348
6 0,1037 1,0156 2,327 0,979
7 0,1336 1,1257 2,087 0,810
8 0,1690 1,2279 3,903 0,509
9 0,2095 1,3211 3,681 0,274

Tableau X.

40 Eridani B Van Maanen 2

raies 
n 

n+1
À 10«F ■

1 3000

raies
n

n+1
À

F iog'
1 3000

9
3862 0,081

8
3862

8
3930 0,103

7
3930 0,131

7
4036 0,147

6
4036 0,152

6
4221

5
4221 0,171

5
4601

4
4601 0,184

4

18. Comparaison avec l’observation. Nous limitons les com
paraisons au fond continu pour les raisons suivantes. Nous 
avons défini le fond continu au milieu de deux raies consécutives 
de la série de Balmer (§ 17 b), le coefficient d’absorption étant 
lui-même défini par l’approximation de Pannekoek (Equation 
17.1), suffisante ici. Mais comme nous l’avons brièvement indiqué 
à la fin du paragraphe 16, le calcul du contour des raies de 
l’hydrogène exigerait que l’on reprenne le travail de Verwej en 
le modifiant pour tenir compte de l’amortissement par chocs. Il 
faudrait en particulier évaluer l’intégrale de Rudkjøbing (second 
membre de 16.3) pour chacune des raies du réseau Stark des 
raies de l’hydrogène, calcul qui se trouve au-delà des limites 
que nous nous sommes fixées.

Kuiper (22) a donné le contour du fond continu pour 
40 Eridani B et Van Maanen 2. Il ne s’agit que d’un microphoto- 
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gramme, et par conséquent on n’a que les densités photogra
phiques. On trouve fig. 7, p. 75, les contours théoriques pour 
des étoiles de température et de gravité voisines. On voit que la 
ressemblance est frappante. Il ne fait aucun doute pour nous 
que la disparition des raies de Balmer dans les naines blanches

Fig. 7. Courbes représentatives du flux sortant pour 40 Eridani B et pour Van 
Maanen 2.

est effectivement due à l’élargissement des raies par elTet Stark 
moléculaire.

On a tracé le fond continu pour 40 Eridani B dans les deux 
cas Io) on néglige, et, 2°) on tient compte du recouvrement des 
raies par élargissement au-delà de leur largeur moyenne. On 
notera l’influence considérable du recouvrement même très loin 
des raies mélangées (par exemple entre Hp et H y). Il apparaît 
dès lors contestable que l’intensité mesurée par Kuiper entre 
Hrf et Hy pour 40EriB soit celle du fond continu. Il ne semble 
donc pas possible de relier de façon simple la grandeur de la 
discontinuité de Balmer au nombre d’atomes d’hydrogène pré
sents dans l’état n = 2.
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IV. Température effective et rayon des 
naines blanches.

1. L’étude de la répartition spectrale de l’énergie faite en 
troisième partie nous amène à une analyse détaillée, à la lumière 
des résultats connu maintenant, de la détermination par Kui
per (22) de la correction bolométrique et du rayon des naines 
blanches. Nous commençons par reproduire le texte de Kuiper 
sur les résultats relatifs à Van Maanen 2.

2. Résultats de Kuiper relatifs à Van Maanen 2. «La tem
pérature de cette étoile est encore incertaine. Nous trouvons 
8200° comme valeur la plus probable. Nous ferons les calculs 
pour 7500° et 9000° qui peuvent sans doute être considérés 
comme des valeurs limites.

Cas 1. Te = 7500°, Mpv = 14,35, C.B. = —0,12, log L = 
— 3,84, log R = — 2,16, vitesse radiale mesurée + 238 km/sec. 
Si cette vitesse radiale est entièrement attribuée au déplacement 
gravitationnel des raies spectrales vers le rouge, alors log M — 0,41. 
Si la vitesse maximum de 65 km/sec est soustraite (pour tenir 
compte de la limite supérieure de la vitesse radiale dans cette 
direction) nous avons log M — 0,27. Les valeurs correspon
dantes de [ie sont 1,41 et 1,61, de X, 0,425 et 0,25; de log q = 7,04 
et 6,90.

Cas 2. Te = 9000°. B.C. = —0,40; Log L = —3,73, log 
R = — 2,26. Les deux hypothèses sur la vitesse radiale donnent 
log = 0,31, ou 0,17; //e = 1,60 ou 1,85; X = 0,26 ou 0,095, 
log Q = 7,24 ou 7,10. On voit sur la figure 8, p. 77, remplace
ment des 4 solutions discutées. Dans la direction verticale, elles 
peuvent représenter les cas limites; la ligne de gauche correspon
dant à Vrad = + 65 km est très probablement une ligne limite.

Mais la vitesse radiale véritable pourrait être négative et 
de 200 à 300 km/sec, doublant par conséquent le déplacement 
gravitationnel vers le rouge, entraînant ainsi une augmentation 
de 0,3 du logarithme de M. Mais même dans ce cas extrême, il 
semble difficile d’amener l’étoile entre les deux lignes pointillées 
de la figure 1(H, comme il serait nécessaire si l’équation d’état 
P=Kq* était applicable. Il semble plus important de poser

(1) du texte de Kniper.
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la question de la température effective qui définit la position en 
ordonnées. La coordonnée horizontale pourra à la longue être 
déterminée par la variation séculaire du mouvement propre qui 
permettra de connaître la vitesse radiale exacte.».

On remarquera que la principale question abordée dans ce 
texte est celle de la position de Van Maanen 2 dans le diagramme

Fig. 8. Diagramme log M* log /?*. La position de Van Maanen 2 telle qu’elle a 
¿té donnée par Kuiper est indiquée par le parallélogramme. Les lignes pointillées, 
courbes à vitesse radiale constante, indiquent les positions extrêmes de Van Maa
nen 2. Le cercle sur la courbe inférieure indique la position qui a été choisie pour 
Vann Maanen 2 en conclusion de la discussion de la discussion du chapitre IV.

de la lig. 1 par rapport aux deux lignes pointillées. Cette question 
était particulièrement importante en 1939 au moment du «Col
loque des Astrophysiciens» en raison de la controverse sur 
l’équation d’état de la matière dégénérée. En fait, nous verrons 
que les nouveaux résultats que nous indiquons sont nettement 
favorables à la théorie de Chandrasekhar.

Nous ne nous attarderons pas sur la question de la vitesse 
radiale de Van Maanen 2, qui ne prête pas à de longues discus
sions, mais nous examinerons de très près la question de la 
température effective de Van Maanen 2.
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3. Temperature effective de Van Maanen 2 et correction bolo
métrique. Ces deux grandeurs sont déterminées par le type spec
tral. Faisons tout d’abord quelques remarques préliminaires:

a) La correction bolométrique C.B., dans ce domaine de 
températures n’est pas sujette à des erreurs considérables. Bien 
qu’il soit douteux qu’on puisse appliquer directement les tables 
de correction bolométrique de Kuiper (21) aux naines blanches, 
il est vraisemblable que cette correction bolométrique n’est pas 
très mauvaise. La correction bolométrique étant petite, une 
erreur relative forte est néanmoins petite absolument et n’en- 
traîne pas de changement important de rayon.

b) Type spectral. Le rapport des intensités des raies du 
fer fait classer Van Maanen 2, G 5, et l’aspect du continu la fait 
classer a6. En fait, le classement par l’aspect du continu repose 
sur la détermination de la température de couleur.

c) Température de couleur. A l’époque où Kuiper pu
bliait ses résultats (22), l’absorption duc à l’ion négatif était 
encore mal connue. Cependant, il était possible de tracer dans 
le plan du diagramme de Russell une ligne séparant la région 
où l’ion II absorbe de façon prépondérante dans les atmosphères 
stellaires, de celle où l’atome H joue un rôle prépondérant. Cette 
ligne coupait la région occupée par les naines blanches au voi
sinage de 10.000° et la série principale au voisinage de 7.000°. 
Il était donc possible de comparer directement les étoiles de la 
série principale aux naines blanches en supposant pour ^cfT 
< 7.000° l’absorption due uniquement à H~ et pour Tcil> 10.000° 
l’absorption due uniquement à H. Cette hypothèse d’un absor
bant unique permettait d’espérer l’absence de tout phénomène 
dû à la magnitude absolue. De plus l’estimation de la disconti
nuité de Balmer devait corroborer ce premier résultat.

Deux circonstances permettent de douter du résultat. La 
première soulignée par Kuiper est que Van Maanen 2 se trouve 
justement dans la région A—F où la méthode de comparaison 
employée n’est pas applicable. La deuxième est que Kuiper n’a 
pas tenu compte de la déformation du spectre par le recouvre
ment des raies de l’hydrogène. Cette déformation se manifeste 
de deux façons, d’une part par une diminution de la discontinuité 
de Balmer, d’autre part, par une diminution de la température 
de couleur.
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En effet, l’abaissement du fond continu par recouvrement des 
raies est d’autant plus marqué que l’on se rapproche de la dis
continuité de Balmer, ce qui correspond à un abaissement de 
la température de couleur et à un affaiblissement de la discon
tinuité de Balmer. La discontinuité de Balmer et la température 
de couleur sont donc plus petites que celles que l’on observerait 
dans une étoile de la série principale de même température 
effective. L’affaiblissement de la discontinuité de Balmer se pro
duirait de toutes façons, en raison de l’accroissement de la 
pression électronique.

La relation Te(Tc) peut se noter:

entraîne
T > 7’ J " 1 et-

Sous l’influence de la pression, la relation se déforme. On 
avait la fonction

Tcm,
on a maintenant

T'c(Te)<Tc(Te).
Cherchons Te tel que

T'c(T'e) = TC(TC).
Comme on a alors

T'c(T'e) = T'c(Te), 
on en déduit

T'e> Te.

La déformation du fond continu par recouvrement 
des raies fait qu’à une même température de 
couleur correspond une température effective plus 
élevée dans les naines blanches que dans les étoiles 
de la série principale, et cet effet est d’autant plus 
grand que la gravité (donc la pression) est plus forte.

Nous voyons donc que même sans mettre en doute la relation 
entre la correction bolométrique et la température effective, il 
est nécessaire de se méfier de la valeur de la correction bolo
métrique adoptée par Kuiper, car il est hors de doute que 
la température effective adoptée est trop faible. Nous 
donnons ici les valeurs de log Iï pour différentes valeurs de ^eff-
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On a:
L = 4 n R2 a T4e

ou numériquement:
L*  = [18,536] R* 2 T4C

Le tableau I donne la relation entre la temperature effective 
et les différentes grandeurs relatives à l’étoile.

Tableau I.

Te B.C. log £♦ log n*

7.500 — 0,10 14,25 — 3,84 — 2,15
8.000 — 0,20 14,14 — 3,80 — 2,19
8.500 — 0,32 14,03 — 3,75 — 2,22
9.000 — 0,42 13,93 — 3,71 — 2,25
9.500 — 0,52 13,83 — 3,67 — 2,27

10.000 — 0,62 13,73 — 3,63 — 2,30
10.500 — 0,72 13,63 — 3,59 — 2,32
11.000 — 0,82 13,53 — 3,55 — 2,34
12.000 — 1 13,35 — 3,48 — 2,38
13.000 — 1,2 13,15 — 3,40 — 2,41
15.000 — 1,52 12,83 — 3,27 — 2,47

On a noté ici L*  et R*  pour la luminosité et le rayon exprimé 
en unités de soleil afin de les distinguer de L et R en C.G.S.

Les valeurs limites de log R*,  point de rencontre des droites 
V = 65 km et V= 0 avec la courbe limite log M*;  log/?*,  sont:

log R*  = — 2,33 et log R*  = — 2,45

correspondant respectivement aux températures effectives

Te = 10.700° et Te = 14.200.

Le modèle d’atmosphère que nous avons calculé pour Van 
Maanen 2 nous permet une estimation du rôle de rélargissement 
des raies. On a approximativement:

log10^> = 0,10 ±0,03
■^4600

d’où, d’après les définitions données dans (9) 
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ø = 1,47 ± 0,2
ou

Øc = 0,49 ± 0,07 .

La température de couleur 0c, définie de la même façon, cor
respondant à 0o — 0,50, et 0e = 0,42 pour une étoile de la série 
principale, est approximativement (9)

= 0,22.
On a donc

0c = O'c — O,21 T 0,07.

Dans le cas de Van Maanen 2, classée avec

O’c = 0,40,

on déduit
0 =0,19 ±0,07,

CVM2

d’où
0' =0,40 ±0,05,

eVM2

OU

T' = 12-500° ±1000° = T ±4300°.
«VM2 CVM2

Sans attacher une trop grande valeur à l’exactitude de la cor
rection apportée à la détermination de Te, on voit toutefois 
qu’elle est certainement considérable et a le signe indiqué. 
Il est donc parfaitement possible que Van Maanen 2 se trouve 
beaucoup plus près de la courbe ij(. = 2 qu’il n’avait été sup
posé (34).

4. Le rayon des naines blanches et la théorie du débit d’énergie 
aux grandes densités. L’énormité du facteur d’accélération (44) 
nécessite une révision des résultats antérieurement donnés (34) 
concernant Van Maanen 2 et conduit à des conclusions analogues 
à celles du paragraphe précédent.

On trouvera dans le tableau II pour differentes densités et 
pour la température de 4,7. 1()6 degrés les facteurs d’accélération 
correspondant à la réaction 12C ± 1H.

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fj’s. Medd. XXV, 7. G
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Tableau II.

log (('/«<.) log A

5,102 5,06
6,102 9,87
7,102 16,01
8,102 28,15

En supposant la hauteur de mélange donnée par la for
mule (34)

h = l,5-108 r
.9

on obtient pour la luminosité

L = [25,815] A ¿ (02^ D:

en supposant la concentration en 12C approximativement égale à 
1 % au sein du mélange d’éléments lourds.

Différentes valeurs de la luminosité ont été calculées pour 
l/i/o = qui correspond approximativement au rayon de 
Van Maanen 2, et pour différentes valeurs de r¡, rayon réduit 
(7). Les calculs ont été faits également pour d’autres valeurs 
de T (tableau III).

Tableau III.

T >1 log A log£/£Fâ/2

4,7-10« 4 13 7
4,7-10« 4,5 11,6 5,3
3 -10« 4,5 16 5,3

Les valeurs de la densité sont donc encore assez élevées pour 
entraîner des facteurs d’accélération énormes. Il est donc néces
saire de supposer que Van Maanen 2 est entourée d’une très 
mince couche d’hydrogène, si l’on veut éviter de telles diffi
cultés.

5. Influence du triage des éléments. Il pourrait sembler pos
sible que le triage des éléments dans Van Maanen 2 réduise 
la concentration de 12C et 14Ar dans la couche de mélange dans 
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de telles proportions que le débit d’énergie s’en trouve fortement 
réduit. Une formule approximative, déjà utilisée par ailleurs (36) 
donne un facteur:

CN moyen / CN dû au triage = 500.

Bien que déjà élevé, ce facteur est néanmoins trop petit pour 
combler l’écart observé. La conclusion s’impose: Van Maanen 2, 
semblable en cela à la plupart des autres naines blanches con
nues, a une très petite teneur en hydrogène.

V. Théorie élémentaire du débit d’énergie 
des naines blanches.

1. Généralités. Nous avons longuement insisté dans la première 
partie sur la définition de la couche de mélange. Nous avons 
montré que sa hauteur variait légèrement suivant la dégénéres
cence du gaz d’électrons. En moyenne, on peut prendre (34):

(1.1) /i = l,5-108-.
9

Elle varie, suivant les naines blanches, de quelques cen
tièmes à quelques millièmes du rayon. Nous basons la théorie 
simplifiée que nous présentons ici sur l’hypothèse que la 
couche de mélange est infiniment mince et se réduit à 
une surface S de séparation entre l’hydrogène et les noyaux lourds.

Il n’est pas inutile de préciser que si nous négligeons l’épais
seur de la couche de mélange dans notre description de la struc
ture des naines blanches, c’est à ce seul point de vue que nous 
la négligeons, car nous tenons compte exactement des sources 
d’énergie qui s’y trouvent accumulées (réactions du cycle de 
Bethe) comme on peut le voir plus loin.

La réaction proton-proton est supposée jouer un rôle essentiel 
et la vitesse de réaction est donnée par la formule calculée par 
Betiie et Critcheield (2). La production d’énergie dans la 
couche de mélange est donnée par:

(1.2) Lb = [40,286] T» exp 

6*
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où Q est la densité à l’intérieur de la surface S, (cN)B la con
centration en azote au sein du mélange d’éléments lourds, T 
la température en degrés, LD le débit d’énergie en ergs.

Le coefficient d’absorption du gaz non dégénéré de protons 
et d’électrons est

(1.3) X = [22,870] e T'3-:’

car, aux densités considérées, l’absorption par les électrons 
libres est négligeable (diffusion Thomson).

2. Les limites de la théorie élémentaire. Lorsque l’épaisseur 
de la couche de mélange n’est plus négligeable, la théorie n’est 
certainement plus applicable. La théorie qui est donnée ici n’est 
pas valable en toute généralité pour toutes les naines blanches. 
Elle ne peut sans doute être appliquée qu’aux naines blanches ne 
présentant pas de raies métalliques dans leur spectre, 
les autres ayant une structure légèrement différente.

Certains résultats antérieurs (34) (39) deviennent entièrement 
différents.

Une partie des résultats présentés ici ont déjà été annoncés 
(40), (41), (42), (43), (45). Nous allons les exposer ici avec quel
ques détails.

3. La réaction proton-proton. Cette réaction avait été sup
posée interdite (39) dans le but d’expliquer l’épaisse couche 
d’hydrogène de Van Maanen 2. L’étude théorique du spectre et 
des réactions nucléaires conduisent au même résultat et permet
tent de conclure qu’il est impossible que Van Maanen 2 
ait une couche d’hydrogène épaisse.

Ceci nous montre en particulier que Van Maanen 2 a un 
très petit rayon et se place donc très loin de la ligne cor
respondant dans la ligure 8 à l’équation d’état P — K p». On 
confirme ainsi la théorie de la dégénérescence de Stoner et Ander
son et les résultats de Chandrasekhar.

Il n’y a donc plus aucune raison de supposer la réaction

*H -f- Vf = 2D + £+ 
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interdite (au sens des règles de sélection) et il est possible d’utiliser 
la formule de Bethe et Critchfield (2):

avec
e = 410 g X2 r2 e~T,

4 R 2
- -<[1,351]/?*L*'J/*

T en millions de degrés

et tout calcul du débit d’énergie doit se faire en utilisant ces 
valeurs numériques.

4. Les bases de la théorie simplifiée. Nous devons rap
peler certaines formules qui ont été déjà données (34).

On calcule le modèle pour la couche extérieure mince d’hydro
gène en supposant la gravité et le rayon pratiquement constants 
dans toute cette couche. On obtient ainsi les relations suivantes 
entre la température et la densité d’une part et la profondeur 
géométrique comptée à partir de la surface d’autre part:

(4.1)
r„

ft

(4.2)
i« _ i i s / A R

e= [0,116]/?*  TL*  4 5.w**  —-

Ces formules supposent la dégénérescence négligeable. La 
condition de la dégénérescence:

z. „X RpT „ & n(4.3) -ér-=/Ll e

AR
conduit à une limite différente pour —suivant que l’on admet

que la dégénérescence apparaît dans l’hydrogène (/ze = 1, 
= i) ou dans le noyau d’éléments lourds (/ze = 2). L’épais

seur non dégénérée maximum de l’hydrogène est donnée par 

(4.4)
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Tous les calculs faits en supposant la couche d’hydrogène non 

dégénérée doivent conduire à une valeur de inférieure à 

cette quantité.

5. Les éléments de la théorie du débit d’énérgie. La réac
tion proton-proton a lieu évidemment dans un domaine d’une 
certaine épaisseur. Comme nous supposons la couche de mélange 
infiniment mince, nous calculons la réaction (a) en supposant 
l’hydrogène pur, (b) en supposant que la température décroît 
si rapidement dans la couche d’hydrogène que la production 
d’énergie a lieu dans une couche infiniment mince.

La production d’énergie est donnée par:

(5.1)

(5.2)

Nous introduisons les expressions (4,1) et (4,2) pour la tem
pérature et la densité, ce qui correspond à l’hypothèse (b). De 
plus nous avons :

(5.3) [2,145]

(5-4) ° - [2,145] [«*/

(5,5)
A R
R

On obtient ainsi
i*' 73 4

(5.6) £,*  = 47T1?* 3410gø3r0 9 \r 9 e rdr
R »'t

où l’on a
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On remplace l’intégrale par le premier terme de son développe
ment asymptotique :

R3~ 46 e~T(5.8) L*  = 12%â*3-410-;-%§ t0 « y,----- .
0 41 4i

w -------T 2

2

On obtient ainsi l’expression numérique (1): 

les coefficients Â et sont donnés dans la table I.

Table I.

vy02 log Â

0
0,01 6,47 1,56
0,02 6,25 1,73
0,05 5,89 2,00
0,1 5,57 2,27
0,2 5,11 2,65
0,3 4,74 2,96
0,4 4,38 3,29
0,5 4,02 3,65
0,6 3,62 4,07
0,8 2,58 5,44

(b On peut faire un calcul analogue en supposant que la réaction se produit 
dans une région à température constante. On trouve une expression de même 
forme, avec un facteur numérique très légèrement différent.
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Si la concentration en hydrogène est:

(5.12) masse de la couche extérieure d’ 
masse de l’étoile

hydrogène

on a:
_1 _1 11 I A n\12

(5.13) X= [1,812]/?*  *£*  '4 4

qui devient à l’aide de (10,10)

(5.14)
— 11 2fi
[2,609] (4rT 2\~R I

6. Eléments de la théorie. Dégénérescences. Lorsque la dégé
nérescence apparaît dans la couche d’hydrogène, le calcul doit 
être modifié.

Dans ce cas, on suppose la température centrale égale à:

(6-0 T = [7,79]

et constante dans toute la région dégénérée. Le débit d’énergie 
est alors dans la région dégénérée:

où g est la gravité, K = [12,996] et

(6.3) r = [0,927]

La teneur en hydrogène est:

(6.4) 

or

(6.5)

MX = 4 7tr2 o dr

— 4 tiR~ ( gdr,
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d’où
(6.6) MX=^nR-P.

9

La pression est P — K$. On en déduit:

7?*  4 5
(6.7) -V= [0,043] 

formule valable dans la région de dégénérescence.
La production d’énergie est égale à la somme de l’énergie 

produite dans la région dégénérée et de l’énergie produite dans 
la région non dégénérée. On obtient ainsi:

(6.8)

£*  = [5,157] L*  ,¡R*  ‘ M*" “e T(x‘—X¡ 

4 20 
+ [14,064]e r.

M* 21

Avec la définition que nous avons prise pour l’apparition de la 
dégénérescence, on a:

(6,9) ^ND

(6.10)

où Lq est l’énergie qui serait produite par la masse d’hydrogène 
non dégénérée MX0 si toute cette masse était dégénérée. On a 
pratiquement LND — Lo, d’où:

(6,11) L*  = [5,157] L*  "Ä*  5M* 10Be T X\

Cette expression est valable quelle que soit la masse d’hydrogène 
dégénérée.

On trouvera dans le tableau II les coefficients en fonction de 
l/l/o-
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Tableau II.

i/y^
2

[0,927] M*' 21
12 9B1

5,157 + log R M*  105

0
0,01 8,70 11,552
0,02 8,68 11,266
0,05 8,61 10,770
0,1 8,50 10,391
0,2 8,35 9,900
0,3 8,20 9,554
0,4 8,07 9,223
0,5 7,92 8,907
0,6 7,76 8,572
0,8 7,31 7,657
1

Ce calcul cesse d’être valable quand la région d’hydrogène 
dégénéré occupe une épaisseur nulle. Le cas se présente lorsque

(6.12)
dy?

y?
[1,354] Â*L* ?M*

On a alors

(6.13) =
41 

[7,032] Ä*2 42 e

A cette relation correspond une courbe limite dans le plan L*,  M*  
(fig. 9). D’un côté, les naines blanches ont leur couche d’hydro
gène entièrement non-dégénérée, de l’autre, elle est partiellement 
dégénérée.

Tableau III.

log M* log L*

0,140 + 0,25
0,125 — 0,50
0,085 — 1,30
0,035 — 1,80

— 0,053 — 2,38
— 0,131 — 2,75
— 0,213 — 3,10
— 0,297 — 3,50
— 0,391 — 3,80
— 0,657 — 4,60
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1,8 log M*  = —0,35.

La formule (5.10) donne: 

(7-1)

La condition (4.4) donne

(7.2)

(7.3)

La hauteur de mélange rapportée au rayon est: 

(7.4)

(7.5)

La condition (4,4) est satisfaite. 40 Eri B s’explique donc entière
ment par la réaction proton-proton. La formule (4.1) donne la 
température qui règne dans la couche de mélange:

Elle est très petite comparée à l’épaisseur de la couche d’hydro
gène.

Calculons à titre de comparaison la production d’énergie par 
les réactions du cycle de Bethe. La formule (1.2) nous donne 
le débit d’énergie dans la couche mixte.

La densité est [(34), 199]:

7. Analyse de 40 Eridani B. Nous prenons pour 40 Eridani B 
les valeurs suivantes:

Le tableau III donne les points de la courbe L*  (M*)  limite. 
Ces valeurs ont été déterminées en résolvant (6.13) à l’aide 
d’une abaque à points alignés, et ne sont pas données avec une 
grande précision.

Q = [1,377] Æ* -2’55

^¿0,25.

ïï =°’15-

T = 11,46-106 degrés.
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d’où:

(7.6) log Q = 3,490.

En prenant (cN)B = 10—2, on obtient

(7.7) log ¿ß=29,4,

soit environ

(7.8) Ln=lO~*L H

Le débit d’énergie par les réactions du cycle du carbone est 
négligeable. La luminosité de 40 Eridani B est entièrement due 
aux réactions proton-proton et suivantes.

Ce résultat, en parfait accord avec tout ce que la 
physique nucléaire nous apprend sur la réaction pro
ton-proton, est à la fois une preuve de l’exactitude de 
la théorie de la réaction proton-proton et une explica
tion sans défaut, au moins en principe, de l’origine 
du débit d’énergie des naines blanches.

8. Influence des réactions du cycle du carbone. Pour les 
naines blanches les plus chaudes les réactions du cycle du 
carbone peuvent devenir importantes.

Le débit d’énergie dû aux réactions du cycle du carbone est: 

(8.1) I*  = [14,778] Tâexpj1^0)^^.

avec

(8-2) Qc — 2 qh,

où qh est donné par (4,2)(1). On en déduit: 

(8.3)
o*4

¿* = [22,788]-----7?*
Jf* ¿8 /

comme

(8-4) ¿*  = ¿c* + ¿J,
(1) En fait, il faudrait prendre suivant les cas (4.2) ou (7.5). Le calcul montre 

que le résultat est insensible à la formule employée.
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on a

(8.5)

L* 2 =
P* 4 13 IS

[24,933]"—/?*  ’M* “» 
M*

J/?\T
/? ’

/M*\»
W

15250\
T» /

+ [4,824]/?* j'J/?\T

/? /
exp /_3380\ 

\ T*  I'

L’égalité Lc = Ln se produit pour

(8.6) T = 16,9 • 106 degrés.

1
Ceci correspond à

(8.7) £/?
7?

/?*
[0,795].

On en déduit L*  (M*)  lc long de la courbe

(8-8) L*  = [2,69] Z?* 2.

On calcule de même les courbes le long desquelles

Elles sont de la forme L*  = Cte R* 2 et le coefficient Cte est
donné dans le tableau IV.

Tableau IV.
t 
•9 log Cte

ÎO“2 1,54
10-1 1,93
1 2,42
10 3,15
100 4,04

11 faut arrêter cette courbe à la courbe limite déjà calculée, lieu 
d’apparition de la dégénérescence dans l’hydrogène. On trouve 
ainsi que pour Sirius B, Lc = LH. On a alors

(8.9)

(8.10)

T = 16,8-106 degrés
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La condition (9.4) donne

(8.11) --< 0,064.

Cette condition est donc satisfaite par la valeur (8.10). On a 
de plus h — 0,00667.

Dans le cas où les réactions proton-proton se produisent dans 
une région d’hydrogène où le gaz d’électrons est dégénéré, un 
calcul analogue donne une autre courbe limite. L’égalité entre 
les deux termes LH et Lc donne

(8-12)

On en tire X

X*=  [19,343]/?*  ° M* 114 6
106 £*ai  exp — [1,478]

et finalement la relation:

~ log L*  + 55,8 = 82,530 + 4 log «*  -log M* ,

OU

(8.14) (yÇ?1 = 1,480 + 0,0718 log/?*  —0,0380 log AL* — 0,00085 logL*.

Cette relation a été calculée numériquement pour quelques 
valeurs de M*.  Les points obtenus se trouvent au-dessus de la 
courbe d’apparition de la dégénérescence dans l’hydrogène.

On trouve ainsi pour AC 70°8247, avec

log ¿*  = —1,67 log A/*  = 0,12 log/?*  =—2,41, 
que

ce qui correspond à la position de AC 70°8247 au voisinage de 
la courbe qui vient d’être calculée.
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9. Les courbes à teneur en hydrogène X — Constante. On 
a calculé pour les différentes masses, à l’aide de la repré- 

dTÎ
sentation paramétrique L*  et X. Par interpolations gra

phiques, on a obtenu les courbes de la figure 9, p. 95. On a 
également calculé le lieu des points où LB/LH = 0,01 ; 0,1 ; 1 ; 10, 
et on a marqué sur ces courbes les points log X = 4,6 à 5,4 de 
0,2 en 0,2. On a procédé de même dans la région dégénérée 
(tableaux V, VI et VII).

Fig. 9. Diagramme Masse-Débit d’énergie (log M*, log £*). On a tracé les courbes 
X = Cte et la courbe d’apparition de la dégénérescence dans l’hydrogène. On a 
tracé également les courbes indiquant la contribution des réactions du cycle du 
carbone par rapport à la réaction proton-proton dans les naines blanches les plus 
brillantes. On a marqué la position des principales naines blanches connues. On 
remarquera ainsi la faible contribution des réactions du cycle du carbone dans 

40 Eridani B (0,01) et leur légère prépondérance dans Sirius B.
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Tableau V.
Région non dégénérée, log X et log L*.

log Af* — 0,391 — 0,297 — 0,213 — 0,131 — 0,053

, ,n log s log L*  log X log L*  log X logi*  log X log L*  log X log L*  log X

— 1,5 — 7,09 4,34 — 6,12 4,15 — 5,25 5,96 — 4,64 5,79 — 3,65 5,63
— 1 — 3,61 4,73 — 2,82 4,62 — 2,12 4,51 — 1,45 4,42 — 0,79 4,32
— 0,9 — 2,99 4,85 — 2,23 4,75 — 1,55 4,65 — 0,91 4,57 — 0,26 4,48
— 0,8 — 2,37 4,97 — 2,58 4,89 — 0,99 4,80 — 0,37 4,76 + 0,26 4,65

Tableau VI (logL*).

log M*  X \

0,01 0,1 1 10

0,140 — 5,91 — 5,80 — 5,79 — 5,88
0,125 — 5,54 — 5,43 — 5,42 — 5,51
0,085 — 5,02 — 4,91 — 4,90 — 4,99
0,035 — 4,62 — 4,51 — 4,50 — 4,59

— 0,053 — 4,15 — 4,04 — 4,03 — 4,12
— 0,133 — 3,83 — 3,72 — 3,71 — 3,80
— 0,213 — 3,53 — 3,42 — 3,41 — 3,50
— 0,297 — 0,25 — 3,14 — 3,13 — 3,22
— 0,391 — 2,97 — 2,80 — 2,85 — 2,94
— 0,657 — 2,23 — 2,12 — 2,11 — 2,20

Tableau VII (logX).

log M*  

log L *\

0,140 0,125 0,085 0,035 — 0,053

— 1 — 5,02 — 4,83 — 4,56 — 4,37 — 4,08
— 2 — 5,04 — 4,85 — 4,59 — 4,40 — 4,15
— 3 — 4,90 — 4,71 — 4,46 — 4,28 — 4,05
— 5 — 4,52 — 4,33 — 4,09 — 3,94 — 3,72
— 5 — 3,88 — 3,69 — 3,46 — 3,32 — 3,13
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Dans la partie supérieure du diagramme (p. 95), les courbes 
se raccordent à celles qui avaient déjà été calculées (34). Mais 
dans sa partie inférieure le diagramme est très différent.

On remarquera
que dans la partie supérieure, la luminosité croît quand la teneur 

en hydrogène décroît,
que dans la partie inférieure, la luminosité croît quand la teneur 

en hydrogène décroît,
que dans la partie médiane, la luminosité décroît quand la te

neur en hydrogène décroît.

On sera particulièrement frappé de ce que pour les masses 
inférieures à 0 et les luminosités inférieures à — 1,7 L 0 
environ, la courbe d’apparition de la dégénérescence de l’hydro
gène semble une limite d’évolution. Il semble y avoir là une 
contradiction essentielle dans le modèle ainsi décrit, et qui n’est 
pas encore résolue.

10. Résultats généraux. Le tableau VIII contient l’ensemble 
des résultats relatifs aux 8 naines blanches marquées sur la 
ligure 9, p. 95. On y trouve AR/R, profondeur de la couche 
non dégénérée d’hydrogène, z/R, profondeur totale de la couche 
d’hydrogène, h/R hauteur de la couche de mélange.

Tableau VIII.

Etoile.............. log L log M log R log X AR/R T h/R z/R

A C 70°8247 . . . — 1,67 0,12 — 2,41 18,9
Sirius B.......... -1,6 —0,01 — 2,11 — 4,3 0,050 16,8 0,0067
O2 Eri B.......... — 2,1 —0,35 — 1,8 — 3,05 0,15 11,5 0,022
Boss 627 ......... — 3,00 0,11 — 2,34 — 4,6
Wolf 219........ — 3,28 0,13 — 2,48 — 4,7
V.M. 2.............. -3,4 0,125 — 2,41 — 4,57 0,0072 6,02 0,0014 0,031
Wolf 457.......... — 3,96 0,13 — 2,47 — 4,4
Wolf 489.......... — 4,16 —0,11 — 1,98 — 3,55

I>. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7. 7
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Conclusions.

11. II semble bien que la théorie du débit d’énergie des 
naines blanches puisse se faire sans contradiction avec la phy
sique nucléaire. Cependant, d’autres difficultés surgissent inévi
tablement.

a) Nous avons déjà signalé une difficulté relativement à 
l’évolution des naines blanches.

b) La couche d’hydrogène expliquant le débit d’énergie de 
Van Maanen 2, bien que mince, est cependant 20 fois plus 
épaisse que la couche de mélange. Il semble indispensable, si 
on veut expliquer la présence des raies métalliques dans l’at
mosphère de Van Maanen 2 de modifier notre conception de la 
structure des naines blanches. En fait, il ne s’agit pas exacte
ment d’une structure différente, mais d’une structure plus com
plexe, avec des couches convectivos multiples dans les régions 
extérieures de Van Maanen 2. C’est ce que nous nous proposons 
d’étudier prochainement.

Appendice.

Valeurs de d log T/d log en fonction de la densité et de la 
température (Voir p. 47 et suivantes).

log Ne

e 15 16 17 18 19 20 21 22 23

0.01 0.400 0.400 0.400 0.400 0.400 0.400 0.400 0.400 0.4
0.02 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.399 0.398 0.4
0.05 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.397 0.389 0.388 0.4
0.1 0.4 0.4 0.4 0.399 0.394 0.366 0.325 0.339 0.4
0.2 0.4 0.4 0.392 0.317 0.225 0.169 0.123 0.167 0.4

Institut d’Astrophysique de Paris et Observatoire 
de ¡'Université de Copenhague.
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